Problemas de nivel medio y de Olimpiadas (26)

Problemas de la segunda fase de la Olimpiada Britanica 2005

26-2: Enel tridngulo ABC, ZBAC =120°. Las bisectrices interiores de los angulos A, By C
cortan a los lados opuestos en D, E y F, respectivamente.
Demostrar que la circunferencia de didmetro EF pasa por D.

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo, Galicia, Espafia)

Sea ( la circunferencia de diametro EF. Entonces D estard en C siy s6lo si ZEDF es un angulo
inscrito en C que abarca un diametro suyo, es decir, si y sélo si ZEDF =90°, que equivale a que

DEF sea un triangulo rectangulo en D o a que DE? + DF? = EF?.

Aplicando el teorema del coseno en ADE y en ADF, resulta:

DE® = AD? + AE? -2 AD - AE -c0s60° y DF? = AD?* + AF2 - 2. AD - AF -cos60°, luego
DE? + DF? = 2- AD? + AE® + AF® — AD - (AE + AF).

Aplicando el teorema del coseno en AEF, resulta:

EF? = AE? + AF2 —2. AE - AF -c0s120°, con lo cual el problema reside en probar la igualdad
2-AD’ — AD-(AE + AF ) = AE - AF . Pero

%-b-c-sianO" =[ABC]= [ABD]+[CAD]:%-c-AD-sinBO" +%-b-AD-sin60° = AD :bi Y,
+cC
por el teorema de la bisectriz interior,
AE :£:>AE= bc y AF :E:AFz bc .
b-AE a c+a c—-AF a a+b
Entonces hay que probar que
b?c? bc 2a+b+c b2c?

(b+cy _b+cbc(c+a)(a+b) (c+a)a+b)
o bien, dividiendo entre b?c? y quitando denominadores, que
2(a+b)c+a)-(2a+b+c)b+c)=(b+cy, es decir, que
2(a® +bc)=2(b +c)’ o bien que a® = b + ¢ — 2bccos120°,
lo cual es cierto por el teorema del coseno aplicado al tridngulo ABC.
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