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PROBLEMA 116 bis

Sean x e y numeros reales tales que

\/332—333+\/y2—3y:1.

Demostrar que
22 +y? <2z +y) +15.

SOLUCION

Designemos a = V22 — 3z. Entonces es claro que \/y2 — 3y = 1 —a, que
0<a<lyque0<1-—a<1. Ademas

3+ 9+ 4a? 3+ /13— 4a(2—a)

5 , y también Y12 = 5

T12 =

Por tanto, como es inmediato comprobar, obtenemos que

x2+y2—2(x+y):%<8—4a(1—a):|:\/13—4a(2—a):|: 9+4a2). (1)

Teniendo en cuenta que, para 0 < a < 1, se verifican las desigualdades
0<a(l—-a)<1/4,0<a(2—a) <1y0<a?<1,obtenemos de modo
inmediato que

7<8—4a(l—a)<8,3<+/13—4a(2—a) <V13,3<vV9+4a? <V13.

Haciendo uso, en la expresién (1), de las tres acotaciones anteriores, obte-
nemos tres cotas superiores para 22 4 32 — 2(z + y): si consideramos los
dobles signos que aparecen en (1) ambos positivos, la cota que resulta es



4 + /13; si consideramos los dobles signos uno positivo y otro negativo, la
cota obtenida es (54 +/13)/2; y si los dobles signos los consideramos ambos
negativos, la cota obtenida es, entonces, 1. La mayor de las tres cotas es
4 4+ /13, que verifica 4 + v/13 < 7.6056 < 15. Por tanto hemos mejorado la
desigualdad que pretendiamos probar, ya que hemos establecido que

2%+ y? = 2(x+y) <4+ V13
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