EJERCICIO N° 49:
S x+y+z=ax+by+cz=a’x+b’y+c’z=1 demuestra que:

a’x+b’y+c®z=1- (1- a)q{1- b)1- c)
Solucién:
Se plantea un sistema lineal de 3 ecuaciones con 3 incognitas:

X+y+z=1
ax+by+cz=1
a’x+b’y+c’z=1

Aplicando la regla de Cramer, calculamos en primer lugar € valor del
determinante del sistema.

1 1 1
D=|la b c¢|=bc?®+ab?*+a’c- a’b- b’c- ac?
a’? b* c?

Para una correcta resolucién del problema es necesario factorizar D:

D=a%c- b)+ax{p?- c?)+hc? - b’c=(c- b){a® - (b+c)xa+hc|=(c- b){a- b){a- c)

11 1 1 1
1 b 0 1-b 1-c
b ¢ o 16 1-¢f (- b)) 0- o)t p?)
D D D

X = (1- b){1+c){1- c)- (1- ¢){1+b){1- b) _ (1- c)q1- b){1l+c- 1- b)
D (c- b){a- b)xa- c)

D



(1- ¢){1+a)x1- a)- (1- a){1+c)x1- c) _ (1- a){1- c){1+a- 1- ¢)

D (c- b)><(a- b)>(a- c)
_(L-a){i-¢)
" le-b)Ha- b)
1 1 1 1 1
a b ;l l1-a 1-b j
v 4 @ 1b o (- apfb7)- - a2 b)
D D D
L= (1- a){1+b){1- b)- (1+a)x1- a)X1- b) _ (1- a)x1- b){1+b- 1- a)
D (c- b)q{a- b)xa- ¢
. (1- a)X1- b)
(c- b){a- c)
Por tanto:

x+bPy + iz a®x{L- b){1- c) , b°{1- a){1- c) c>A1- a)xl-b)_

(a-b){a-c)  (c-b){a-b)  (c-b)Ha- o)

_a’{1- b){1- c)q{c- b)+b*x{1- a){1- c)qa- c)- ¢*{1- a)x1- b)xa- b)
(a- b)xa- c){c- b)

A=a’q1- b)X1- c)q{c- b)+b*{1- a){1- c){a- c)- c* ¥1- a)¥1- b){a- b)
A=(1- b){1- c){c- b)xa® +|(c- 1)xa? +(1- ¢?)xa+c? - ¢|+|(b- 1)xa® +(1- b?)xa+b? - b|xc?
Tomando como variable a:
A= (1- c)x1- b){c- b)xa® +|b* {c- 1)- ¢* {b- 1)|xa? +
+[o* - *)- ot b7+ b*§e? - c)- ¢ oo - b)
A= (1- ¢){1- b)xc- b)xa® + (o%c- b? - bc® +c?)xa® +
+(0° - b%? - ¢® +b%c?)xa+h’c? - bic- b +hc?

Denotando que ¢ - b® = (c- b)x{c? +bc +b?)



A= (1- ¢){1- b){c- b)xa® +|- beqc- b){c+b)+(c- b){c? +bc+b?)|xa® +

+[(oc)? {c- b)- (c- b){c? +bc+b?)|xa- (be)? ¥c- b)+bex{c- b){c+b)

Factor comlUn c- b

ib =(1- ¢)¥1- b)xa® +[— bcX{c +b) +c? +bc+b2]><a2 +
C_
+[(oc)? - ¢ - be- b2]xa+ (be)? +bec+b)
Si observamos en la expresion algebraica que debemos demostrar no hay
denominadores. Eso nos debe hacer pensar que el polinomio
P(a)=(1- c)x1- b)xa® + |- bexc+b)+c? +bc+b?]|xa® +|(bc)’ - ¢ - be- b?|xa+ (be)? +hbeHc +b)

tiene por raices: a, =cy a, =b.
Por tanto nos aventuramos a aplicar laregla de Ruffini a P(a).

1-c-b+bc  -bc*-b’c+c?+be+ b? (bc)%- c?be- b*>  -(bc)*+bc®+ bc
c- c>bc+ bc? c®(bc)®+ b’c (bc)?- bc?- b’c
1-c-b+bc c-b’c+ b? b%c-be- b? 0

Acabamos de demostrar que a, = ¢ es solucién de P(a)

1-c-b+bc c-bc+ b? b’c-be- b?
b b-bc- b?+ b’c b*+bc- b’c
1-c-b+bc b+c-bc 0

También es solucion a, =b.
Nos queda el factor:

(- c-b+bc)xa+b+c- bc =

El cambio t =b+c- bc facilitalas operaciones:

(1-t)a+t=0 ® at—=0 ® a-1+1—1t:o



Deshaciendo € cambio: a- 1+;:0, que es la forma méas

1- b- c+bc
adecuada.

Finalmente, la factorizacion de P(a) €s

P(a)=(a- b)xa- c>€eal+ 0

1- b- c+bc;z;

Asi, A= (c- b)X1- ¢){L- b)Xa- b)Xa- c%% 1+ 0

1- b- c+hc c+bcz
De ese modo:
c- b)q1- c){1- b)xa- b){a- c)x¢a- 1+ 2
a3x+b3y+c32_( )X( )>< )>( >< >%e Lb-crbr C+bcg
(c- b)x{a- b)qa- C)
1 0
3 b 87=-(1- 1-b ma- o —~
a*x+b’y+c®z=-(1- ¢)¥ )’? a 1-b- c+bcgy
Rompiendo €l paréntesis:
a’x+b’y+c’z=-(1- a){l1- b){1 C)+1-c-b+bc

a’x+b’y+c®z=1- (1- a){1- b)X1- c) cad
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