Problema 53

Desde el baricentro G del triAngulo ABC se trazan perpendiculares
GP, GQ, GR sobre los lados BC, CA, AB respectivamente.

Calcular, en funcion de los elementos del triangulo ABC:
a) El area del triangulo PQR.

b) El radio de la circunferencia circunscrita a PQR.
c) La suma de las areas de los circulos PGQ, QGR Yy RGP .

Solucion de Miguel Amengual Covas, Cala Figuera, Mallorca, Esparia.

Sean, en €l orden usual,
a , b, c laslongitudes de los lados de DABC,
m,, m,, m, laslongitudes de |as correspondientes medianas

h,, h,, h, lasdelas alturas
Designaremos por [XYZ] el dreade un triangulo XYZ.

S D es€ piede laperpendicular trazada por A sobre BC y M € punto
medio de dicho lado, los triangulos ADM y GPM son semejantes; por tanto,
GP _GM

AD AM
GM 1

Siendo AD=h, y M3 por la propiedad del baricentro de trisecar

cada mediana, resulta

GP=1n,.
3

Andalogamente, GQ:%hD y GR:%hC.

Pues BGPC y BGQC son rectos, €l cuadrilatero GPCQ es inscriptible en
la circunferencia de diametro GC vy, por ser suplementarios |os angul os opuestos
de un cuadrilatero inscriptible, tenemos BPGQ =180°- C.

Resulta entonces

[GPQ]= %GP »GQ>sin (BPGQ)

1 .
=—hh snC
18 ,h,

_ 1 bcsnA casnB

X sinC
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= iczsinAsin BsinC
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Yy, por permutacion circular,
[GQR] =1—18azsin AsinBsinC, [GRP] =1—18bzsinAsin BsinC
de donde
[PQR] =[GPQ] +[GQR] +[GRP] :1—18(a2 +b? +¢?)sinAsinBsinC (1)

Esto contesta a).

b) La circunferencia circunscrita a DGPQ es la que circunscribe el
cuadrilatero GPCQ Yy su diametro, segun se ha visto, es GC. El teorema del
seno, aplicado a triangulo GPQ dainmediatamente

PQ = GCsin(bPGQ)

2 :
=—m.sinC
3 m
Yy, por permutacion circular,

QRz%masinA, RPz%mosinB

PQ>QRXRP
4 PQR
que da € vaor de radio r de la circunferencia circunscrita a DPQR. El

resultado es

Sustituimos estas expresiones, asi como la (1), en laférmula

Am,m,m,
3‘a2 +b? +c2i
__ mmm

g+ + g

por laconocidarelacion a”+b* +c? :g(mj +ny +m§) :

c) Pues los didmetros de los circulos PGQ, QGR y RGP son,
respectivamente los segmentos GC, GA y GB, la suma de las areas que se pide
esigua a

p

% (e + g + )

que, expresada en funcién de los lados del triangulo, se escribe % (a2 +b% + cz) :






Soluciéon de Dones Colmenérez (Barquisimeto, Venezuela); esta Ultima da
todos los resultados pedidos en funcion de las longitudes de las medianas del
triangulo. Origen del problema : "Mathematical Problem Papers", reunidos por

el Rev. E.M.Radford, Cambridge 1931
A

B
Demostracion:

a)-. Como los angulos B ARG y BDAQG son rectos, entonces el cuadrilatero [] ARGQ
es inscriptible en una circunferencia de diametro AG (circunferencia circunscrita al
DARQG) (*)

Aplicando laley de los senos generalizadaen los DARG y DABC se obtiene:

R—Q:AG y _a - 2R (aqui R esd circunradio del DABC)

senA
Por lo tanto, RQ = AAG
2R
. . . 2 . aXm,
Ademas, por propiedad de lamediana, AG = 3 m, ; en consecuencia, RG = 3R

Similamente, RP = 2Ty pg = &M

3R 3R

Por laformula de Heron

[[PQR] =/s(s- r)s- q)Xs- p).,dondet=PQ,q=RP,p=QRy s:y

L uego,

6R é 6R g 6R é 6R

[PQR]-\/Qa@mC +bm, +am, ge@m, +bm, - cm, ge@m, - bm, +cm; gee am, +bm, +cm; §
e

(%)



e lom, b, +am, Yam, +brn, - o Yam, - b, +om )l am, +bm, +cm

b) Como [PQR] = % donde R, ese€l radio de lacircunferencia circunscritaal DPQR

entonces:
aem, Gedm, Geam, 0
R = §3R £ 3R £ R g
Loz Jlem +bm, = am, Yam, +bm, - om,Jfam, - bm, +om_J- am, +bm, +cm,)
_ 4 (am, +bm, +cm,)

3R /{cm, +bm, +am, J(am, +bm, - cm, am, - bm, +cm, (- am, +bm, +cm,)

c) Sean A A,yA, lasareasdelos circulos RQG, RGP y PGQ respectivamente.

En el desarrollo de la parte a), se probd que la circunferencia circunscrita al triangulo
RQG tienediametro AG = %ma

2

Por lo tanto A :pge—?mag :ﬂpmj. Anal 6gicamente
e3 g 9
4
A, =3P Xy
4
A; =§p xm?

Luego A + A, + A, = p(mé +mé +n¢)
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