(Propuesto por la Escuela de Ingenieros Industriales de Madrid, 1942).
Un cuadrilatero variable ABCD tiene el lado AB fijo; el lado CD constante gira alrededor del punto O de
interseccion de los lados CD y AB. Hallar el lugar geométrico del punto P de interseccion de los lados BC y AD.

Solucion de F. Damian Aranda Ballesteros, profesor del IES Blas Infante de Cérdoba (Espaiia).

Del andlisis del enunciado destacamos la siguiente variacion al mismo. El lugar solicitado es
equivalente al lugar geométrico de los puntos L del plano, interseccion de las rectas AD y BC, donde
el segmento AB esta dado inicialmente y los puntos C y D son puntos variables sobre dos
circunferencias de igual centro O y radios fijos Ry y Ry, con la condicién de que los puntos O, Cy D
estén siempre alineados al igual que lo estan O, Ay B.

En concreto, consideramos un sistema de coordenadas cartesianas propiciado por los
siguientes elementos.
Eje X: Recta que pasa por el segmento AB.
EjeY: Recta perpendicular al eje X por O, punto interseccion de las rectas AB y CD.

Segun este sistema de referencia, podemos asignar coordenadas a los extremos del segmento AB
de manera que A(a,0), B(b,0).

Sean las dos circunferencias C; y C,, de centro el origen y que pasan por los puntos C y D, puntos
de interseccion con la semirrecta y = k-x (k = 0), respectivamente. Sus ecuaciones son:

Ci: X +y’ =Ry

Cy: X2+ y2 = R22

De este modo, las coordenadas de los puntos C y D son las siguientes:

C( R, k.R; R, k.R,

, ), D( ; )
\/1+k2 \/l+k2 \/l+k2 \/1+k2

Por tanto, las ecuaciones de las rectas AD y BC seran:
AD: kR,.x—(R, —aN1+k?)y=kaR,
BC: kR, x—(R; -bA1+k?).y=kbR,

Un poco de calculo nos da las coordenadas del punto L:
(a—b).Rl.R2 + a.b.(Rl —Rz) (a—b)RlRQk

Ra-RbVI+k2  Ria=Rab) "R 4 R, b1+ K>

L( )



Una vez halladas las coordenadas x e y del punto L nos disponemos a eliminar el parametro k .
Para ello, sefialamos la siguiente relacion de interés entre dichas coordenadas:

. ab(R;-R,) ~ (@a-b)RyR,
(Rja=R3b)  (Rja—R,b)1+k>
(a—b)R;.R,k
(Rja—R,b)VI+k2

Por tanto, el valor de k vendra dado por la expresion:

_ y
k= «_ ab.(R —R,)
(Rla — sz)

Finalmente, sustituyendo el valor de k encontrado en alguna de las ecuaciones de y (o x), obtenemos
con un poco de célculo:

_ab(R;-Ry) 2 (a-b)’R,2R,2
(Rla—sz) 2
_ 2 y
(Rja—R,b)2[ 1+ R (R Ry
(Rla - R2b)

_ab(R, —R2)j2

b’ R,’R,>.
(a-b)"R;".R, (X (R;a—R,b)

2
(Rla—sz)z. x——a'b'(Rl_RZ) +y?
(Rja—-Ryb)

_ab® -Ry|
(Rja—R,b)

2
_ab®R Ry 5 (@ ~b)>.R/*R,?
(Rja—R,b) (Rja—R,b)?

Lugar geométrico que representa la ecuacién de la circunferencia de centro el punto

o' ab(Rl —Rz) ’O y de radio R = (a _b)R1R2
(Rja—R;,b) (Rja=R,b)
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