Problema 56
Propuesto por J.L. Diaz Barrero, Barcelona, Espafia.
L os nimeros de Lucas son 1,3,4,7,11,18,29,47,76,..., con
L1=1, L,=3, y paratodo nd® 2, Ln=Ln-1tLn- 2.
Cdcular lasuma
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Es conocida la sucesion de los niUmeros de Fibonacci, definida por F1=F,=1, y paratodo
né 2, Fn=Fn.1+Fn.2. Se demuestra primero el siguiente

Lema: Los nimeros de Lucas y de Fibonacci satisfacen la siguiente relacion:

LyiFoet - LooF, =(-1)" paratodo né 1.

n+1' n+l T n+2° n

Demostracion: El resultado es obvio paran=1, pues LoF»- LsF1=3- 4= 1. Si se cumple

para n=m, entonces para n=m+1 tenemos:

LinvoFez ™ LinsaFina = Loz (Fina * Fn) = (L2 # Livsa) Fova
= LneoFn~ LaFoe = = (- 9" = (- )™
Luego & lema queda probado por induccién.
La suma que se pide calcular, que llamaremos S, se puede expresar como:
S= - + - g (- 1)I+1
L UL oL oL T

Se define ahora la suma parcia de los n primeros sumandos S,, la cuad se demostrara

1 1 1 1

gue cumple la siguiente relacion:
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Obviamente, por ser Li=F1=1, $=1/(18). Si la anterior relacién se cumple para h=m,

entonces para n=m+1 tenemos.

- méﬂ (' 1)i =S + (' 1)m+2 I:mLm+2 ( 1)m L Fonea - Foa

i=1 I-il-i+1 ) I-m+1 m+2 m+1Lm+2 I-m+1|-m+2 I-m+2.
Luego la expresion para S, ha sido demostrada por induccién. Obviamente, S es €

St

limite cuando n tiende a infinito de S,. Para hallar este limite, se utilizara que los

términos generales de las sucesiones de Lucas y Fiboracci vienen dados por:

L, =Ary" +Br,", F, =Cr"+Dr,",



donde A, B, Cy D son constantes a determinar, siendo ry y r» las raices de la ecuacion:
x> =x+1.
En efecto, setiene que:
Lo.+Ly, = A+ Br, A 2 +Br ) 2 = A2 (14 1) + B, 2 (1+ 1)
=Ar"+Br," =L,
y de forma similar paralos F,. Las condiciones iniciales se cumplen haciendo:
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Por o tanto, se tiene que:
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