Problema 60
Propuesto en la Escuela Especia de Ingenieros de Montes, 1942.

Resolver en los nimeros enteros la ecuacion

XyZ = Xy +yz+2X.

Supongamos gue uno de los enteros (x sin pérdida de generalidad) es nulo. Se tiene
entonces que yz=0, es decir, no puede haber exactamente uno de los tres nimeros que
sea nulo. Admitimos entonces las soluciones (0,0,1 ), donde | es un entero cuaquiera,
ademas de todas sus permutaciones ciclicas. Nos queda entonces por encontrar las

soluciones donde ninguno de los tres enteros sea nulo.
Los tres enteros no pueden ser negativos simultdneamente, pues en caso contrario |os
miembros de la derecha y de la izquierda tendrian signos opuestos.  Supongamos que
dos de los enteros (x ey sin pérdida de generalidad) son negativos, y € tercero positivo.
Se tiene entonces que:
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Por lo tanto, s ninguno de los enteros es nulo, alo sumo uno puede ser negativo. Sea

O<z=

entonces X negativo, e y, z positivos, asumiendo sin pérdida de generalidad que y>z
Escribimos entonces:
{yz < yz(1+]) = (2 + )| yz<z+y<2y.

Por lo tanto, z=1, con lo que x=-y, y se tienen las soluciones ( ,-1,1) y todas sus
permutaciones ciclicas, donde | es un entero cualquiera. Notese que z=1 implica
directamente x=-y, con lo que si uno cualquiera de los enteros esigual a 1, entonces uno
de los otros dos es negativo.

Supongamos entonces que los tres enteros son positivos, siendo sin pérdida de
generalidad 1<xEyEz. Aplicando entonces la desigualdad entre e minimo y la media

armonica, setiene:
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dandose la igualdad s y solamente s x=y=z=3, que Sse puede comprobar que es una
solucion de la ecuacion. Nos queda entonces probar Unicamente el caso en e que x=2

con 2<y£z positivos. En este caso, se tiene que:



2y
y-2
Tenemos entonces los casos y=3, z=6, y y=z=4. Por lo tanto, (x,y,2) es solucion s y
solamente s es una permutacion ciclica de una de las siguientes:

(3,3,3), (2,3,6), (2,44), (I,-1,1), (0,0,1),
donde | puede tomar cualquier valor entero.

yz=2(y+2); z=

3y, 4y3 y*; 43 y.
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