Problema 56, propuesto por J. L. Diaz Barrero, Barcelona, Espafia.
Los nimeros de Lucas son 1,3,4,7,1118,29,47,76,... con L, =1L, =3 y para

todon®2 L, =L,,+L,,.
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Solucién de Andrés Sanchez Pérez, La Habana, Cuba.
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L,L, L,L, L,., L,L,
Fibonacci, 11,2,358,..., F=1F, =1 y paa todo n®3 F =F ,+F ..
Comprobemos por induccion que L, =F_,+F,. Paa k=2:3=1+2 vy
k =3:4=1+3 quedaclaro. A partir de ahi:
I‘k+1 = I‘k + Lk-l = (Fk-l + I:k+1)+ (Fk-2 + Fk) = (Fk-l + I:k-2)+ (Fk + I:k+1) = I:k + I:k+2’
guedando demostrado.
Examinando los primeros valores, nos percatamos de que

1 1 1 1
S, = - + -
LL, L,L, L,L, L,L,
también por induccion:

Queremos hallar +.... Consideremos la sucesion de

+...+(- 1) x -5 verifiquémoslo

n—n+l n+l

_ 1 1.1
5= LL, 18 3
n+2
S,u=S,+ (‘ 1)n+2 X 1 = K + (‘ 1)n+2 X 1 = Filne* (- 1) =
Ln+an+2 Ln+1 Ln+1Ln+2 I—n+l|‘n+2
— Fn+l U Fnl—n+2 +(- 1)“ = |:n+l|‘n+l U
Ln+2

0 I:n (Fn+l + I:n+3) + (- 1)” = I:n+1(|:n + I:n+2) U

0 I:n I:n+3 - I:n+1|:n+2 = (_ 1)“*1
Esto Gltimo probémoslo también por induccién: FF, - F,F, =3- 2=(- 1), ahora,
Fk+1Fk+4 - Fk+2Fk+3 =- (Fk Fk+3 - Fk+1Fk+2) U Fk+1(Fk+4 - Fk+2)' Fk+3 (Fk+2 - Fk) =00

0 I:k+1|:k+3 - I:k+3|:k+1 = O

Con ello podemos asegurar que S, = Fo o nT A . Apliquemos la recurrencia

n+l

para ambas sucesiones que tienen e mismo polinomio caracteristico
p(x)=x2- x-1 (cumplen que F, =F_,+F _,y L =L _,+L_.) cuyas raices
1+45 1- 5

son Xl:T y X, :T.Luego

F :A&'HT\/%% +B§-T\/§g, para n=1 tenemos 2=(A+B)++5(A- B) vy
@ @

con n=2:4=6(A +B)+2/5(A - B). Multiplicando la primera por 2 y restando



ambas llegamos a que B =- A, sustituyendo en una de ellas A :%, entonces

F = (1+\/§)n - (1- \/g)n
" 2"\/5 '

L, _Caa+\/§o Dé— , para n=1 tenemos 2=(C+D)+~/5(C- D) y

con n—2.12—6(C+D)+2\/_(C— D). Multiplicando la primera por 2 y
restando ambas llegamos a que C+D =2, sustituyendo en una de ellas
[+ 5J +{1- V5]

2" '

concluimosque C=D =1, entonces L , =

o) - 5]
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Observemos que 1+ﬁ <1, ahora
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