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En 1891, Edward John Routh, en A treatise on Analytical Satics, with numerous examples,
vol.1, Cambridge U.Press, p.82, enuncid sin demostracion € teorema siguiente :

Sean AA’,BB’,CC’ tres cevianas arbitrarias (no necesariamente concurrentes) del
triangulo ABC, que se cortan dos a dos formando el triangulo A”"B"C” (A" = BB’ N CC’,
etc.). Si se verifican las relaciones
BA' B = CB' y = AC’

AC’ B'A’ Cc'B

entonces, siendo Sy S” las areas de los triangulos ABC y A’B"C”, respectivamente,

se tiene

a =

/ (1- aﬂ?’)
S = (1+a+aﬂ)(1+ﬂ+ﬂy)(1+y+ya) (D).

Habitualmente, este resultado se conoce como teorema de Routh, y ha sido estudiado
extensamente. La demostracion que presentamos, completamente elemental, se debe a gran
matematico rumano Tragjan Lalescu, publicada en 1900 en la centenaria revista Gazeta
Matematica, como generalizacién de un problema propuesto en € que se pedia ta érea cuando una
delascevianasesladturaAA’, otralamedianaBB’ y laterceralabisectriz interior CC'.

Con lanotacion [PQR] para e areadd triangulo PQR, se tiene primero que

S’ = S—[AC"B] - [BA'C] - [CB"A],
y por otra parte
S=[AC'B] + [BC'C] + [CC"A].

Lostriangulos BC"C y AC”B tienen en comun labase BC”; por lo tanto sus &reas estan en la
razon de las alturas desde C y A sobre BC”. Estarazon es 3, por la semeanza de los tridngulos
recténgul os formados por las dos aturas trazadas sobre BC” por CB’ y AB’ (hipotenusas). Asi se
obtiene

S=[AC'B](1+p+ %) = [AC'B] = ﬁ

Andogamente se obtienen [BA"C] y [CB"A]. Findmente,
r_ _ a _ B _ 4
S _S(l l+a+aB 1+B+pBy 1+7/+7/a)
(1-apy)®
(1+a+aﬂ)(1+ﬂ+ﬂy)(1+y+ya)

S’ esnulas a¢fy = 1, queesd teoremade Ceva. En e caso del problema publicado en la
revista rumana, setiene

_ c.cosB _ _b
“=pesc’ Pl T

de manera que la condicidn de concurrencia de estas tres cevianas particulares se expresa
mediante



senA = cosB.tanC.

(Este fué, mucho més tarde, un problema de la Olimpiada Bulgara).

En larevista belga Mathesis, hoy desaparecida, € gran gedmetra francés Victor Thebault
publico en 1958 una extensa recopilacion de resultados relativos a casos especiaes del teoremade
Routh para d tridngulo y para € tetraedro. En ella (titulada Alturas, medianas, simedianas,
bisectrices de un tridngul o), ademas de la formula de Routh, se menciona otrasimilar, parae area
dd triangulo ceviano A’B’C’ (que también cita Routh en su libro):

Si ponemos

-1l g_-_m - n
a Il’ﬂ ml,J’ nl’

entonces

_ /'~ Imn+|1m1n1
S,_[ABC]_S(I+I1)(m+m1)(n+n1)’

y cita como fuente para ambas formulas dos revistas francesas : para esta Gltima férmula,
Nouvels Annals de Mathématiques, 1881, p.182, question 1353, propuesta por Genty y con
solucion de J.B.Delacourcelle, enfant de troupe du 53€ de ligne, en Tarbes; paralaférmula de
Routh menciona una fuente inaccesible para mi: € Journal de Vuibert, afio 38, p.96, question
7921.

La demostracion de esta segunda formula es igualmente elemental:

[AB'C'] = S—[AB'C']-[BA'C']-[CAB']
_ 3(1_ [AB'C'] [BAC'] [CAB] )

S S S

Y, puesto que se verifican las relaciones

[ABC'] _ ABAC _ myn
S ACBA ~ (m+mp)(n+ny)

[BAC] _ BA.BC' _ ny|
S BC.BA  (I+I1)(n+ny)

[CAB] _ cA.CB _ lym
S CB.CA  (I+I)(m+my)’

se obtiene
BRI _ myn - ny! - am )
[ABC]_S(l (m+my)(n+ny)  (+l)n+ny)  (+l)m+my)

_ o +InmM+my(n+ny) —mn(l + 1) —nil(m+my) —Iim(n+ny)
- (+1)M+my)(n+ng)

_a mn+13myny
“(+1)(M+my)(n+ng)

En & caso especia en que
[=m=n yl;=m=n;
los cocientes entre éreas valen

g 12—l +12 s (I —11)?

S (+1)2 " S 12+l +1F



Especializando las cevianas AA’ BB’ y CC’ se pueden obtener algunos casos particulares
interesantes :
1: AA’ altura; BB’ bisectrizinterior; CC' mediana

Entonces
S _ c(acosB+bcosC), g _ c(acosB — bcosC)?
S 2a(c+a) 'S a(2a+c)(a+ bcosC)(1 + cosB)
2: AA’ altura, BB’ bisectriz exterior, CC’ mediana
En este caso
S _ c(acosB-bcosC) g _ c(acosB + bcosC)?
S 2a(c—a) S a(2a-c)(a+ bcosC)(1 - cosB)

De estas cuatro expresiones, utilizando |as identidades
25°(1+cosB) = car.r,, 28%(1-cosB) = carera

resulta, dividiendo miembro a miembro

S _ (acosB+bcosC)(2a+ c)(a+ bcosC)carry,

S 43?(c+ a)(acosB — bcosC)?

y and ogamente en € otro caso.
3: AA’ altura, BB’ bisectrizinterior, CC’' simediana

S _ bc(bcosB+acosC) g _ bc(bcosB — acosC)?

S (c+a)@+b? ' S  ab?+ca+a?)(b+acosC)(l+ cosB)

4: AA’ altura, BB bisectriz exterior, CC' simediana
S _ bc(bcosB-acosC) g’ _ bc(bcosB + acosC)?

S (c-a)@*+b? ' S  ab?-ca+a?)(b+acosC)(1-cosB)
De las férmulas anteriores se deducen las caracterizaciones siguientes para algunos triangul os
especiaes:
a+bcosC = 0 < dturaAA’ y medianaCC’ paralelas
b+acosC = 0 & dturaAA’ y smedianaCC’ paralelas
acosB+bcosC = 0 < A’,C',B’ dineados
acosB —bcosC = 0 < AA’,BB’,CC’ concurrentes
bcosB - acosC = 0 < A',B’,C’ alineados
En € caso en quelastres cevianas AA’ ,BB’,CC’ sean concurrentes en € punto P, € teorema

de Cevaenlaformaafy = 1 permite escribir latercerarazon en funcién de las otras dos.
Si ponemos

AC Y BA T cB X
Lasrelacionesentre P,A’,B’,C’ estén dadas por laférmulade Van Aubdl:

AP _ AB , AC' _y+z

BA _ z CB _ x entonces AC' _ Yy

PA' BC CB X

y and ogamente en los demés casos, de donde se pueden obtener los resultados clésicos de
Euler y Gergonne :



! ! !
A BT eo
AN BT
El teorema de Stewart permite calcular las longitudes de las cevianas. Si A’ estaden € lado BC,
setiene, por gemplo,

w2 _ BA =2, AC .x5?_ BA . AC . g2
AR = 38 .pC+ 2L . AB° - Ba . AL BT,

esdecir

aal _ Y z yZ
AA T = erZb2+ erZ02— (y+z)2a2’

y and ogamente |os otros casos. También se observa que

y+Z

AP = x+y+zAA/ = X+%,+Z‘/z(y+z)b2+y(y+z)cz—yza2,

etc. También d teorema de Stewart permite calcular loslados del tridngulo ceviano : para
hallar A’B’ lo aplicaremos d tridngulo ACA’, con B’ en e lado AC :

NEl. YAz-xa xx-y)b? xyc?
@Z+)(y+2)?  @Z+0%y+z) XENY+)’

etc.
Laformula parae areadel tridngulo ceviano, particularizada en este caso de cevianas
concurrentes, da

R'CT — 2xyZ
ABC)= v+ 9@ w

Se pueden estudiar algunas propiedades extremales de los triangul os cevianos. Es sabido que
€l de perimetro minimo es € tridngulo 6rtico, formado por los pies de las dturas. Por lo que se
refiere alas areas, de laférmulaanterior y la desigualdad de las medias, escritaen laforma

X+y =2/,

resulta
X+ Y)Y +2)(Z+X) = 8xyz,
asi que
[ABC < is

y laiguadad se alcanza cuando x = y = z, en cuyo caso P es € baricentro del triangulo, y €
triangulo ceviano es € tridngulo medial.

Para terminar, antes de concluir con una coleccién de problemas propuestos, resumimos
algunos valores particulares del &reay los perimetros de a gunos tridngulos cevianos. L es € punto
de Lemoine (interseccién de las simedianas), J € de Gergonne (interseccion de las cevianas que
unen cada vértice con € punto de tangencia de la circunferenciainscrita en € lado opuesto) y N €
de Nagdl (interseccion de las cevianas que unen cada vértice con e punto de tangenciade la
circunferencia exinscritaen e lado opuesto) :



Punto P Perimetro Area

G S S4
H 29R < s 2ScosAcosBcosC
O 2ScosAcosB cosC
cos(A-B) cos(B-C) cos(C-A)
| 2abc
(at+b)(b+c)(c+a)
L 2a2b?c?
(a2+b?) (b2+c?) (c2+a?)
J  2r(cos% +cosS +cos< ) rS2R
N rS2R
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Seleccion de problemas propuestos

1. Las hisectrices del tridngulo ABC cortan a los lados opuestos en P,Q,R. Demostrar que €
perimetro de PQR es, alo sumo, € semiperimetro de ABC (Kémal, 1994 Hungria)

2. ¢Existe un cuadrildero convexo dividido por sus diagonales en cuatro tridngulos de éreas 1,
2, 3y 4, respectivamente? (Komal)

3. End tridngulo ABC, se consideran

A; € BC,B; € CA,C; € AB,
tales que
[AB;C;] = [BC1A1] = [CA1B1] = [A1B1C1].

Probar que A;B;C; esd tridngulo medial de ABC .(Kémal)
4. Dado un cuadrildtero ABCD, los puntos de triseccion de AB y AD més proximos a A son K
y L; los puntos de triseccion de CB y CD mas proximosaC son N y M. Hallar lasrazon de las
dreasde ABCD y KLMN (Kémal).
5. Sean A’,B’,C’ los puntos de tangencia del circulo inscrito con losladosde ABCy seaJ €
punto de Gergonne. Probar que
[ABC] _ ra+rp+re

[ABC] , [ABC]
[OBC] " JAC] " [IAB] r

+

(Gazeta Matematica 1963,Rumania)

6. Sean AA’,BB’,CC’ tres cevianas concurrentesen P. S
AP — 5 B'P —y c'P
PA " PB " PC

:Z’

demostrar que
2XYyZ+YyzZ+ X+ xy = L.

(Gazeta Matematica 1963).

7. Probar que, si L es e punto de Lemoine,
[GIL] _ (b—c)(c—a)(a—b)
[ABC] 3(a+b+c)@+b?+c?)’




(Mathesis 1925, Bélgica)
8. SeaABC untriangulo, y A; € BC,B; € CA,C; € AB. Las semirrectas AA;,BB1,CC;
cortan a circulo circunscrito aABC en A, B, y C,, respectivamente. Demostrar que, s lasuma

AA, | BB,  CC
AiA; BB, CiC,

es minima, entonces las rectas AA;, BB;, CC; son concurrentes.

(Gazeta Matematica 1990)

9. Las distancias de un punto interior P alos lados de un tridngulo ABC son pa, Po, Pe-
Demostrar que

hahbhc > 27papbpc.

(Koémal)
10.Sea P un punto interior a triangulo ABC, y sean Xx.y, z sus distancias alos veértices, y p,q, r
sus distancias alos lados BC,CA y AB, respectivamente. Probar que

Xyz > 8par.

(Matematyka & Informatika 1990, Bulgaria).
11.Sea P un punto interior a triangulo ABC, y sean X, y, z sus distancias aloslados BC,CA y
AB, respectivamente. Hallar |as posiciones de P paralas cuales

%+%+

No

es minima (Kémal).
12. Sean A1, B, C; puntos en los lados del triangulo ABC tales que

AC, _ BA:, _ CB;

CB ~AC BA ™
y sean A,, B,, C, puntos en los lados de A;B1C, tales que
ACr _ BiA, _ CiBy _

CzBl B A2C1 BZAl
Calcular € valor de A parad cud

[A2B,Co] =

N

[ABC].

(Komal)
13. Las hisectrices de los dngulos del triangulo ABC cortan alos lados opuestos en P,Q,R.
Demostrar que

[ABC]

[POQR] < 2

(Koémal)

14. Los puntos de tangenciadel circulo inscrito en un tridngulo con los lados definen un nuevo
triangulo. Determinar su &rea en funcidn de los lados del tridngulo original (Komal).

15. El areadel triangulo formado por |os puntos medios de tres cevianas (no necesariamente
concurrentes) trazadas desde los tres vértices del triangulo ABC es 1/4 del &readd tridngulo
determinado por los pies de las cevianas (Van Aubel ; American Mathematical Monthly 1957).

16. En los lados del tridngulo ABC se toman puntosM € AB, N € BC,P € CAtalesque
[AMP] = [BMN] = [NPC].

S



MA _, NB _, PC _
MB ~ KNG T K2 pa T ke

entonces
k1(1+k2) = k2(1+k3) = k3(1+k1).

17. En 1956, DeBrunner probd d siguiente resultado de Erdos :
Si los puntos B; € AyA3,B, € AzA1,Bs € A1A; estan en los lados del triangulo
A1A2As3, Y S1,S,,Ss son las éreas de A;B;B3, etc, entonces se verifica

S=[ABC] > min{S;, S, Ss}.

Demostrar la siguiente extension de la desigualdad de Erdés-DeBrunner :
la
S> (m) , cona < 1.

¢Es ciertaladesigualdad cuando ¢ > 1? (Matematyka & Informatika 1989).
18. Sean A’,B’,C’ los pies de las bisectrices interioresde ABC, y sean A”,B”,C” los puntos
simétricosde A’ ,B’,C’ respecto de los vértices de ABC. Calcular

[A// B// C// ]
[ABC]

en funcién de los lados de ABC (Mathesis 1894).
19. En € tridngulo A1 AzA3, de perimetro 2s, se considera d punto P. Las cevianas AP cortan
aloslados opuestos en P;. Demostrar que

A1P1 . A2P2 . A3P3 > 4S[P1P2P3].

(Nieuw Archieff voor Wiskunde, 1965, Holanda; propuesto por Oene Bottema).

20. Enuntriangulo ABC, sean : A;,B;,C;,H lospiesdelas dturasy € ortocentro,
respectivamente; A,, B,, C, los pies de las medianas; Az, B3, C3 los puntos medios respectivos de
AH,BH Yy CH. S Sesd é&eadd triangulo, y S;,S;, S; las &reas de los cuadrildteros A;B1A3Cy,
B,C.B3A;, C,A;1C3B1, respectivamente, demostrar que

S=5+5,+Ss.

(Gazeta matematica 1963).

21. Sedividen loslados BC,CA y AB del tridngulo ABC por los puntos A’,B’,C’ en una
mismarazon, p/q; sean A”,B”,C” los segundos puntos de interseccién de lasrectas AA’ BB’ ,CC’
con €l circulo circunscrito a ABC. Hallar, en funcidn de los elementosde ABC, depy deq :

a) laslongitudes de AA” ,BB” y CC”

b) laslongitudesde B"C”,C"A” y A”B".

(Mathesis 1894; propuesto por Joseph Neuberg)

22. Enloslados AB y CD del cuadrilatero convexo ABCD se toman los puntosK y M,
respectivamente. Sean

L=AMNKD, N=KCnBM.

a) Demostrar que st K y M son los puntos medios de AB y CD, entonces

[KLMN] < @.

b) Demostrar que, s £5 = 4 = I entonces



mn
[KLMN] < ——M— < [ABCD].

(Olimpiada URSS 1989; propuesto por Dmitri Tereshin).
23. Sedad tetraedro ABCD y su punto interior |. Lasrectas Al, BI, Cl, DI cortan alas caras

opuestasen A’,B’,C’,D’, respectivamente. Se consideran |os puntos
A € All,Bl S Bll,Cl S Cll,Dl e D'l tal%que
A, _ 1By _ ICG _ 1Dy _

ALA B.B' C.C DD’

Demostrar que
AA BB CC DD )
AlAT’ + BlBl’ + Clcl’ + DlDl’ > 4(4k + 3);
AlA/ BlB/ C1C/ DlD/ 4
AA, T BB, TCC, T DD: = Zk+3

(Gazeta Matematica, 1966).
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