IMO 2004 Problema 1

Sea ABC un tridngulo acutangulo con AB distinto de AC. El circulo con didmetro BC
cortaalos lados ABy AC en M y N, respectivamente. Sea O el punto medio del lado
BC. Las bisectrices de los angulos BAC y MON se cortan en R.  Prueba que las
circunferencias circunscritas de los tridngulos BMR y CNR tienen un punto comuin sobre
el lado BC.

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

Sea P el segundo punto donde la bisectriz de DA cortaala circunferencia circunscritaa
AMN, y Q €l punto donde dicha bisectriz corta a lado BC. Demostraremos que Py R
coinciden, y que BMRQ y CNRQ son ciclicos.

Como DMAP=DNAP=DA/2, y P esta en el arco MN de la circunferencia circunscrita al
triangulo MAN que no contiene a A, se tiene que MP=NP, luego P esta también € la
mediatriz de MN. Pero la mediatriz de MN es también la bisectriz de DPMON, al ser
OM=0ON=BC/2 igua a radio de la circunferencia de didmetro BC. Luego en P
coinciden las bisectrices de DMAN, que es la bisectriz de BBAC, y la bisectriz de
DMON. Por lo tanto, P coincide con R.

Por ser ademas MR=NR, se deduce inmediatamente del anterior resultado que
DMNR=DNMR=DMAR=DNAR=DA/2. Ademés, es obvio que a ser BC un diametro de
la circunferencia que pasa por M y N, entonces DBMC=DBNC=p/2, es decir, My N son
los pies respectivos de las alturas desde C y B alos lados AB y AC del triangulo ABC.



Es entonces obvio (y conocido) que el triangulo ANM es semejante al triangulo ABC,
por ser DMAN=DBAC, siendo AN/AB=AM/AC=cos(BA). Por lo tanto, se tiene que
DANR=DANM+DMNR=DB+b A/2; anaogamente, DAMR=DAMN+DNMR=D C+DA/2.
Por lo tanto, PRMB=p- DAMR=DB+bA/2, y DPRNC=p- DANR=D C+DA/2.

Ademés, p- DPRQC=DRQB=DAQB=p- DQAB- DABQ=p- DA/2- DB=DC+DA/2, con lo
gue DRQC+D CNR=DRQB+DBMR=p, y los cuadrilateros BMRQ y CNRQ son ciclicos.
Luego las circunferencias circunscritas a los tridngulos BMR y CNR tienen un punto

comun sobre el lado BC, que es Q.



IMO 2004 Problema 2

Encuentra todos |os polinomios P(x) con coeficientes real es que satisfacen laigualdad
P(a- b)+P(b- c)+P(c- a)=2P(a+b+c)

para cualesquiera nimeros reales a, b, ¢ tales que ab+bc+ca=0.

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espaiia.

En primer lugar, es obvio que
(a- b)’ +(b- c)* +(c- )" =2(a’ +b* +¢?)
=2(a” +b? +¢* + 2ab+ 2bc+ 2ca) = 2(a+b+c)’;
Luego todos los polinomios de la forma v, con v real, satisfacen la igualdad del
enunciado. Ademas, podemos encontrar que
a’b? +b’c® +c%a? = (ab+bc+ca)’ - 2abc(a+b+c)=-2abc(a+b+c).
También setiene
ab(a2 +b2) +bc(b2 +cz) =- (bc+ca)(a2 +b2) - (ab+ca)(b2 +c:2)
=-abc(a+2b+c)- ac(c2 +a2)- b®(ab+bc+ca);
Zab(a2 +b2) + 2bc(b2 +c2) + Zac(c2 + a2) =- 2abc(a+2b+c) =a’’ +b’*c* +c?a’.
Finalmente, Ilegamos a que
(a- b)" =a’+b"- 4ab(a’ +b?) +6a’’;
(a- b)" +(b- ¢)*+(c- a)* =2(a’ +b* +c*) +4(a%? +b’c® + c*a?)
= 2(a2 +b? +cz)2 =2(a+b+c)".
Por lo tanto, es obvio que los polinomios P(x)=ux*+vx? con u y v reales cuaesquiera,
satisfacen la igualdad del enunciado. Demostraremos ahora que dichos polinomios

(incluidalasolucion trivial P(x)=0 para u=v=0) son las Unicas soluciones del problema.

Sean X, y reales cualesquiera, y sean

VEHY Hxy+2xty X HY Xy - Xby XY Xy - X 2y
3 L 3 S 3 '

Estrivia comprobar que a- b=x, b- c=y, c- a=- (x+y), siendo ademas a, by c reales, pues

X2+ 2+ (x+ y)2
2

3 0.

Xy’ Xy =



Ademas, esfacil comprobar que:

atb+c=\x*+y*+xy;
I X2 +2y% +2xy +(X+2y) X2 + Y2 + Xy

9
be = 2% - Y+ 2xy- (2x+ )\ +y 0y
5 ;
- 2_ 2_ -
e XY Axy +(x- y)yx° +y? Y e

9
Por lo tanto, a cumplirse que ab+bc+ca=0, se tiene que, para cualesquier X, y reales, se

debe cumplir:
P(x)+P(y)+P(- (x+y)) =2P(% +y*+xy).

Haciendo x=y=0, se deduce que P(0)=0. Haciendo y=0, se deduce que, paratodo x real,
P(x)+P(- ) =2P (V) =2P(|x).

Por lo tanto, sea x positivo (es decir, [x|=xX) o negativo (es decir, |x|=- X), se deduce que
P(- X)=P(x), con lo que P(x) puede admitir Unicamente términos de grado par, siendo
cero e término independiente por ser P(0)=0. Podemos entonces escribir, sin pérdida

de generaidad, que

P(x)=4 a,x*  cona,rea no nulo.

m=1
Supongamos que el grado de P(x) es mayor que 4. Entonces n>2. Calcularemos ahora
los coeficientes de x*™ %7 en los polinomios que intervienen en la condicion del

enunciado. Obviamente, P(X) y P(y) no generaran un tal término. Ademas, como

2m-1 .,

P(- (X+y))=mé;am(x+y) 9 amag lmo Y

zp(m)zzgam(x%yzﬂy) =23 a8 | O (y )

m=1 m=1l  |=0 !2)
S %nOO a0 K (2K 2k

=2
aamagl Ok= ogkﬂ Y

un tal término solo puede aparecer con m=n, 1=1,2, k=2I- 2 en &l segundo polinomio, y
para m=2, =2 en el primero, debiendo ser ambos coeficientes iguales pues la igualdad

entre polinomios debe ser satisfecha para cualesquier valoresrealesx ey. Estollevaa



ano ano. oy
a”SZE_Za”nJqu“gZE’ a,n(n- 2)=0.

Pero esto es falso paran>2. Contradicciéon. Luego e grado de P(X) no puede ser mayor
gue 4, y como se ha visto anteriormente, sus Unicos coeficientes no nulos corresponden
a términos de grado par y su término independiente debe ser nulo, por lo que las

soluciones expuestas al principio del problema son las Gnicas, g.ed..



IMO 2004 Problema 3

Se define un gancho como una figura con seis cuadrados unidad como muestra el
diagrama

o cualquiera de las figuras obtenidas aplicando rotaciones y reflejando la figura.
Determina todos los rectangulos mxn que pueden ser cubiertos con ganchos de forma
que

i. € rectangulo esté cubierto sin agujeros ni sUperposiciones.

ii.  ninguna parte de un gancho queda fueradel rectangulo.

Solucién de Daniel Lasapsa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

Lema 1. El nUmero de ganchos debe ser par, estando ademés organizados por parejas
de formas que se forman piezas de 12 cuadrados unidad de uno de los dos tipos que
muestra el siguiente diagrama

o cuaquiera de las figuras obtenidas aplicando rotacionesy reflexiones alas dos figuras
mostradas.

Demostraciéon:  Identificamos algunos de los cuadrados unidad del gancho y

adyacentes:




Obviamente, si e gancho dibujado se utiliza para recubrir sin salirse un rectangulo mxn,
el cuadrado C sera siempre interior a dicho rectangulo. Luego debe estar recubierto por
un gancho que no se superponga con e gancho dado, lo cual se puede hacer de una de

las tres siguientes maneras:

En el primer caso, € cuadrado D no se puede cubrir, luego las Unicas opciones vaidas
son la segunda y tercera, que nos generan figuras como las mostradas en el enunciado

del lema 1 (salvo reflexiones y/o rotaciones), g.e.d..

Lema 2. Ni mni n pueden ser iguales a 5, siendo ambos mayores o iguales que 3y a
menos uno de ellos mayor o igual que 4.

Demostraciéon: Cada una de las piezas de 12 cuadrados mostradas en el lema 1 ocupa

un minimo de 3 filasy 4 columnas o viceversa, luego my n son mayores o iguales que
3, siendo al menos uno de ellos mayor o igua que 4, pues si no la pieza se saldria del

rectdngulo. Considérese ahorala siguiente figura:

A B A B A B




La figura muestra todas las posibles maneras de recubrir e cuadrado unidad A, situado
en el vértice superior izquierdo de un rectangulo mx5, utilizando piezas descritas en €l
lema l. En cadacaso, € cuadrado B no puede cubrirse con ninguna pieza mostrada en

el lema 1 sin superposiciones o sin salirse. Luego nt 5. De forma andloga, rotando las

figuras, se demuestra que mt 5.

Lema 3: S 4divideamy 3 an (o viceversa) e rectdngulo siempre se puede recubrir
con ganchos sin huecos, sin superposicionesy sin salirse.

Demostraciéon: Dividase e rectangulo mxn en m/4 rectangulos 4xn. Dividase a

continuacion cada uno de ellos en (n/3) rectangulos 4x3. Es entonces obvio gque se
puede recubrir €l rectdngulo, sin huecos, sin superposiciones y sin salirse mediante
rectngulos 4x3, pudiendo cada rectdngulo 4x3 recubrirse sin  huecos, sin
superposiciones y sin salirse mediante 2 ganchos por el lema 1. Luego también puede
recubrirse de tal manera € rectdngulo mxn, g.e.d.. La demostracion es andloga si 3

divide amy 4 an considerando (nv3)(n/4) rectangul os 3x4.

Lema 4: Si 12 divide a m, entonces € rectangulo se puede recubrir si y sdlo si n3 3,
nt 5 (o viceversa).

Demostraciéon: Si 3 0 4 dividen an, entonces por € lema 3 € rectangulo mxn puede

recubrirse de acuerdo a enunciado. En caso contrario, siempre podemos escribir
n=4a+3b con a y b enteros positivos, pues 7=4+3, 10=2>8+4, 11=2>4+3, y para todo n
natural distinto de estos tres que cumpla n® 3, nt5 sin ser mditiplo ni de 3 ni de 4,
entonces nd 13, con lo que bien n- 3, bien n- 6, bien n- 9 son mdltiplos positivos de 4,
pudiendo entonces tomarse b=1, 2 o 3, y a=(n- 3)/4, (n- 6)/4 o (n- 9)/4, respectivamente.
Dividase ahora €l rectangulo mxn en un rectangulo mx4a y un rectangulo mx3b, cada
uno de los cuales puede recubrirse por e lema 3 mediante ganchos sin huecos, sin
superposiciones y sin salirse. Luego también puede recubrirse asi €l rectangulo mxn,

g.ed..

Teorema: Los casos considerados en los lemas 3 y 4 son los Unicos en los que un
rectangulo mxn puede recubrirse mediante ganchos sin huecos, sin superposiciones y

sin salirse.



Demostraciéon: Por el lema 1, un rectangulo que se pueda recubrir por ganchos se

puede recubrir por piezas de 12 cuadrados, luego 12 divide a mn. Supongamos ahora
gue existen my n tales que € rectangulo mxn puede recubrirse mediante ganchos, pero
mYy n no satisfacen las hipotesis de los lemas 3 0 4. Entonces, como 12 divide amn, 3
divide a m (sin pérdida de generalidad). Si no se satisfacen las condiciones de los
lemas, 4 no divide ni amni an. Pero como 4 divide a su producto, ambos deben ser
pares pero no multiplos de 4. Luego 6 divideamy 2 an, siendo m/6 y n/2 impares (0
viceversa). De las piezas que se pueden conseguir aplicando rotaciones o reflexiones a
las mostradas en el lema 1, [lamaremos horizontales alas tres siguientes:

Llamaremos verticales alas tres siguientes:

Por € lema 1, s un rectangulo mxn puede recubrirse por ganchos, entonces puede
recubrirse mediante piezas de estos 6 tipos sin huecos, sin superposicionesy sin salirse.
Ahora bien, cada pieza horizontal recubre un nimero impar (3) de cuadrados de 4
columnas adyacentes, y un nimero par (2 o 4) de 3 o 4 filas adyacentes, mientras que
cada pieza vertical recubre un nimero par (2 0 4) de 3 0 4 columnas adyacentes, y un
nimero impar (3) de 4 filas adyacentes. Luego como my n son pares, cada fila tiene
interseccion no vacia con un nimero par de piezas verticales, y cada columna con un
ndmero impar de piezas horizontales. Sea ahora e v; nUmero de piezas verticales que
tienen interseccion no vacia con las filas i, i+1, i+2 e i+3 (siendo por definicion
Vim 2=V 1=Vi=0). Entonces, la suma de cada 4 v; consecutivos es par, siendo pares
ademés v, v1+Vv, (con lo que v, también es par) y vi+vo+vs (con lo que vs también es

par). Por induccion, es trivia ver que todos los v; son pares, pues para i? 4, y tomando



como hipotesis de induccion que Vi-1, Vi-2 Y Vi3 Son pares, a ser su suma con V; par,
también es par vi, Como € numero tota de piezas verticales utilizadas en €
recubrimiento es igual a la suma de los v;, y todos ellos son pares, €l nimero total de
piezas verticales utilizadas es par. De forma enteramente andloga se demuestra que es
par el nimero de piezas horizontales utilizadas. Luego el nimero total de piezas de 12
cuadrados cada una utilizadas para recubrir a rectangulo mxn es par, y 24 divide a mn.
Contradiccion, pues mn/12 es impar por hipétesis. Luego no se puede recubrir de la
forma descrita en e enunciado ningun rectangulo que no cumpla las hipétesis de los

lemas3 04, g.ed..

Luego un rectdngulo mxn se puede recubrir mediante ganchos sin huecos, sin
superposiciones y sin salirse si y solamente si bien m o n es miltiplo de 12 siendo €l
otro mayor o igua que 3y distinto de 5, bien si uno de ellos es multiplo de 3y € otro
de 4.



IMO 2004 Problema 4

Sean® 3 un entero. Sean ty,ty,...,t, NUMeros real es positivos tales que

5
n® +1>(t, +t, +...+tn)ga—+1+...+1+.
etl tz tnﬂ

Demostrar que tj, tj, tx son las medidas de un triangulo para todos los i, j, k con
1£i<j<kEn.

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

Lema: sean ty,ty,...,tn NUMeros reales positivos cualesquiera con N3 3. S existen tres
cualesquiera distintos de entre ellos, t;, t, ty, tales que se verifica la siguiente
desigualdad:

(t +t; +t, )g= +=+=32 10,
i t] tké
entonces se cumple como consecuencia que
(t1+t2+...+tn)(a§"i+1+...+123 n°+1,
etl t, tnﬂ

Demostracion:

Obviamente, e lema se cumple trivialmente para n=3. Supongamos ahora que para
algun n3 3 el lema se cumple para todos |os conjuntos de n reales positivos tales que tres
cualesguiera de ellos verifican la hipétesis del lema. Sea ahora A un conjunto de n+1
reales positivos tal que tres de €llos verifican la hipétesis del lema. Entonces, la tesis
del lema se cumple para cualquier subconjunto de A con n elementos que incluye alos
tres que verifican la hipétesis del lema verifica la tesis del lema. Sin perdida de

generaidad, sea{ty,t,,...,tn} UNO de dichos subconjuntos. Entonces,

a1 1 160
(t++t Hty ) oo+t =+ —=
etl tn tn+lﬂ
:(t1+...+tn)éﬂ—+...+£2+éet_l+tn+12+_._+$t—”+tn+lg+1
el Lgélw Lg éhu Log

et t,0 et, t,0
3 n2+1+g—1+ L S Lo 1L S [

e L g el bog
Por la desigualdad de medias aritméticay geométrica aplicada a ti/tn+1 Y th+1/ti, que son

realesy positivos, su sumaes mayor o igual que 2, por ser su producto 1, luego



(t,+...+t, +tn+1)g+...+t1+ti93 n?+1+2n+1=(n+1)"+1.
eh n n+l @
Luego & lema queda probado paratodo n® 3 por induccion.
Sean ahora ty,ty,....t, nimeros reales positivos que satisfacen la desigualdad del
enunciado del problema. Para tres cualesquiera distintos de entre ellos, t;, tj y t, se

cumple que

5
(ti +; +tk)§ = +li<10’
t ot oty
pues en caso contrario, y por € lema demostrado, se llegaria a una contradiccién con la
hipotesis del enunciado. Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que té ti,tj, y

definamos ti=r (ti+t;) donder es obviamente un real positivo. Se tiene entonces que

10>(ti +1, +tk)§+i+£g:3+tk G+ +tl * +t—‘+t—'
bt b t, ottt
2
=3+r (ti +tj) J1.6.0, 5+4r +£,
tt. r t t r

i i
donde se han aplicado las desigualdades de las medias aritmética y geométrica a ti/t; y
t/ti, y atiy t. Comor es positivo, podemos escribir:

10r >5r +4r 2 +1; 0>4r?-5r +1=(4r - 1)(r - 1).
Por ser t,3 t;,t;, 2r (ti+t)=2t3 ti+t; y r 3 1/2, luego 4r - 13 1>0, con lo que r - 1<0, y t,<t;+t;,

luego t;, t; y tx son los lados de un triangulo para cualesquier i, j, k distintos, g.e.d..



IMO 2004 Problema5

En un cuadrildtero convexo ABCD la diagonal BD no es la bisectriz ni de DABC ni de
DCDA. Un punto P en €l interior de ABCD verifica DPBC=DDBA y BPDC=DBDA.
Demostrar que los vértices del cuadrilatero ABCD pertenecen a una circunferencia s y
solo si AP=CP.

Solucién de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

Antes de empezar, se considera que DPBC=DDBA es equivalente a DDBC=DPBA,
como se demuestra sumando BPBD a ambos lados de laigualdad inicial (siendo BPBD
negativo si P estaen € interior del triangulo BCD). De igual manera, se demuestra que
DPDC=DBDA es equivaente aDBDC=DPDA.

Supongamos ahora que P esta sobre la diagonal BD. Entonces, DDBC=DPBC=DDBA
y BDBDC=bDPDC=DBDA, con |o que BD es la bisectriz de PABC y de BCDA, que es
falso por hipétesis. Podemos entonces asumir, sin pérdida de generalidad, que P esta en
el interior del triangulo ABD, pues por simetria en € enunciado y en las férmulas
demostradas anteriormente, A y C pueden intercambiarse sin que varien ni las

condiciones del problema ni los resultados a demostrarse.




Supongamos entonces que ABCD es ciclico. Sean E y F los puntos respectivos donde
PB y PD cortan de nuevo a la circunferencia circunscrita a ABCD. Setiene que, a ser
DEBC=bDPBC=bDBA, entonces AD=CE; ademés, a ser DDBC=DPBA=DEBA,
entonces AE=CD. Al ser sin pérdida de generalidad P interior al tridngulo ABD, E esta
en el arco AD que no contiene a C, por lo que ACDE es un cuadrilétero ciclico tal que
sus diagonales son iguales, y dos de sus lados opuestos también. Por lo tanto, ACDE es
un trapecio isosceles (propiedad conocida) de bases AC y DE, que tienen por lo tanto
una mediatriz comin. De manera andloga se demuestra que AB=CF y AF=BC, y en
consecuencia que ACBF es un trapecio isosceles con bases AC y BF. Por lo tanto, las
cuerdas AC, BF y DE tienen una mediatriz comin r, con respecto a la cua los
segmentos BE y DF son simétricos. Luego a ser P e punto comin de ambos
segmentos, P estdenr, y concluimos que AP=CP, g.e.d..

Sea ahora AP=CP. Aplicando €l teorema del seno a los triangulos APB, BPC, CPD,
DPA, ABD y BCD, se obtienen las siguientes igual dades:

PA ABsin(DPBA) _ ADsin(DPDA) bC = BCsin(PPBC) _ CDsin(BPDC)

sn(bAPB) ~ sin(PAPD) ' ~ sn(PBPC)  sin(PCPD)
BC _sin(PBDC) AB _ sin(DBDA)
CD sin(PCBD)’ AD  sin(PABD)’

Se tiene entonces que
sin(DAPD) _ AD sin(DPDA) _sin(PABD) s
sin(DAPB)  AB sin(DPBA) sin(DBDA)s

_sin(bPBC) BC _ sin(BBPC
" sin(PPDC)CD  sin(PCPD

(PBDC)

PBDC
(PDBC)

n
n

).
)
cos(PAPD - BCPD)- cos(DAPD +DCPD) = 2sin(DAPD)sin(BCPD)
=2sin(DBPC)sin(DAPB) = cos(DBPC - DAPB)- cos(DBPC +DAPB)
= cos(DBPC - BAPB)- cos(2p - DAPD - BCPD);
cos(DAPD - BCPD) = cos(DBPC - DAPB).

Existen entonces dos posibilidades: bien BAPD- DCPD=DBPC-DAPB, con lo que
DAPD+DAPB=DBPC+DCPD=p que es absurdo, pues en ese caso P estaria en la
diagona BD, gque ha sido ya demostrado que esta en contradiccion con las hipotesis del
enunciado, bien BAPD- BCPD=DAPB- BDBPC, de donde deducimos por lo tanto que
debe cumplirse necesariamente que B APD+D BPC=D APB+b CPD=p.



Sea entonces ahora la siguiente construccion geométrica: definimos G y H como los
puntos en las rectas PB y PD, respectivamente, y tales que P esta en €l interior de los
segmentos BG y DH, con PG=PD y PH=PB. Sea s la bisectriz interior de los angulos
formados por las rectas PB y PD que dgga B y D en € mismo semiplano. Por
construccion, H y G son los puntos simétricos de By D, respectivamente, con respecto a
S, ¥ s eslamediatriz comin de BH y DG. Por hipotesis, AP=CP, y por construccion,
DAPG=p- bAPB=DCPD, con lo que los triangulos APG y CPD son simétricos con
respecto a s, siendo ademés AG=CD. De la misma forma se demuestra que los
tridngulos APH y CPB son simétricos con respecto a s, siendo ademés AH=BD. Por
construccion GH=BD, con lo que los tridngulos BCD y HAG son simétricos con
respecto as. Luego Ay C son simétricos con respecto a s. Ahora bien, BDGH es
ciclico al ser por consctruccion un trapecio isosceles de bases BH y DG, siendo sun ge
de simetria de su circunferencia circunscrita, a ser mediatriz comin de dichas bases.
Ademas, DPGHA=DDBC=DPBA=DGBA, con lo que AHBG es ciclico, y A esta en la
circunferencia circunscrita a BDGH, y por ser C simétrico de A con respecto a s, C
también esta en dicha circunferencia. Luego ABCD esciclico, g.e.d..



IMO 2004 Problema 6

Un entero positivo es alternante si, en su representacion decimal, en toda pargja de
digitos consecutivos uno es par y €l otro impar. Encontrar todos |os enteros positivos n

tales que n tiene un multiplo que es alternante.

Solucién de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

Obviamente, los multiplos de 20 no pueden ser nunca alternantes, ya que en cualquier
caso su Ultima cifra es 0 y su penultima cifra es par, luego sus dos Ultimas cifras son
pares. Entonces, ni 20 ni sus multiplos pueden tener mulitiplos alternantes.
Demostraremos sin embargo que todo entero n no mdltiplo de 20 si tiene a menos un
multiplo alternante, através de lemas intermedios.

Lema 1: Para cada entero a3 1, todo entero positivo n primo con 2 y 5 tiene un mdiltiplo

delaforma
glj_ozab —10%25Y 41022 4 4102 +1= 10%8 - 1.
b0 102 -1

Demostracion: Obviamente, n es primo con 10. Por lo tanto, por €l teorema de Euler-

Fermat, se tiene que 10 ™0 1(mod n), donde f (n) es e indicador de n. Si 10°* 1 es

multiplo de n, entonces se tiene que, paratodo entero b3 1, 10°*® 1(mod n), con lo que

2an _ n-1 n-1
102n 1:é‘loza"O a 1° n(modn)
107-1 o b=0

=

n
o)

es multiplo de n. En caso contrario, considérese el siguiente nimero:
; _1102“’ =—102af(n) -1
o 10%2-1
Ahora hien, en la anterior fraccién € denominador no es muitiplo de n por hipétesis,
pero el numerador si (ya que 107 e 1220 1(mod n)), ala vez que la fraccion tiene valor
entero. Por lo tanto, la fraccion define un entero mditiplo de n.  Entonces, sea cual sea

a, hemos demostrado que se puede construir un entero de laforma

E‘glom _10%°-1
<% 10%- 1

gue esmultiplo den, g.e.d..



Lema 2: Toda potenciade 5 de laforma 5% (U 1) tiene un mltiplo impar aternante de
2u cifras. Como corolario obvio, toda potencia de 5 tiene un mdltiplo impar aternante
con un nimero par de cifras.

Demostracion: El lema es obvio para u=1, pues 25 es multiplo de 5. Supongamos que

el lema es vdido para u. Entonces existe un nimero alternante de 2u cifras que
podemos escribir como 5*m. Sea ahorar € resto de dividir m por 25. Entonces, el
resto de dividir 5*m por 5°**? es 5%r. Considérense ahora todos los nimeros de la
forma
5 m+s10” =(m+2%'s)5*,
donde s es un nimero alternante impar de dos cifras. Como exactamente las Ultimas 2u
cifras de s10% son cero, y las dos restantes son, la primera par, la segunda impar, los
nimeros de la forma definida son alternantes (la primera de las 2u cifras de 5*'m es par,
pues es un numero aternante de nimero par de cifras que acaba en cifraimpar) y tienen
2(u+1) cifras. Nos basta entonces encontrar un s tal que dicho nimero sea también
multiplo de 52Ut (es decir, tal que 25 divida a m+2%Ys) para demostrar el lema 2 por
induccion sobre u. Tenemos entonces que encontrar un nimero alternante impar de dos
cifrastal que
m+2*s° r+2*'s° 0(mod25).
Ahorabien, es obvio que
2% 0 4" ° (-1)" (mod5),
con lo que
250 (-1)" s(mod 25)..
Si u es par, elegimos s entre e conjunto {25-r,50-r,75-r,100-r}. Uno de ellos es
aternante, pues 50- r y 100- r por un lado, y 75-r y 25-r por otro, difieren uno de otro
en la paridad de las decenas, mientras que 50-r y 75- r por un lado, y 100- r y 25-r por
otro, difieren en la paridad de las unidades. Luego uno de estos cuatro nimeros tiene
cifra de decenas par y cifra de unidades impar, y por lo tanto es alternante impar de dos
cifras. Si uesimpar, entonces elegimos s entre e conjunto {r,25+r,50+r,75+r}, siendo
igualmente uno de ellos alternante impar. Luego hemos halado un ndmero impar
alternante de 2(u+1) cifras que es multiplo de 52" con lo gue €l lema 2 queda

probado por induccién.



Lema 3: Toda potencia de 2 de la forma 24P (\31) tiene un mdltiplo alternante
(obviamente par) de 2v cifras que no es méltiplo de 23, Como corolario obvio, toda
potencia de 2 tiene un multiplo alternante con un nimero par de cifras.

Demostracion: El lema se cumple obviamente para v=1, pues 16 es multiplo alternante

de 2%, pero no de 2°. Demostraremos ahora e lema 3 para todo v por induccion.
Supongamos entonces que €l lema 3 se cumple para v. Entonces existe un nimero
alternante de 2v cifras, que es multiplo de 22"V pero no de 223, es decir, existe un
numero de 2v cifras que podemos escribir como 22"Dmconm impar. Consideremos €l

siguiente nimero:

22(v+1) m+ 3102" — ?m N 52V3922(v+1)
é 4 g

donde s es alternante de dos cifras y multiplo de 4 pero no de 8. Obviamente, el nimero
asi construido tiene una expresion digital formada por un nimero par alternante de dos
cifras, seguido por un nimero par alternante de 2v cifras cuya primera cifra es por lo
tanto impar. Se tiene entonces que el nimero formado es un nimero par, aternantey de

2(v+1) cifras. Ahorabien, como el resto de dividir 52 por 4y por 8 es 1, se tiene que

2V

m+ 5 S, m+§(mod4) ;
5%s S

m+

0 m+Z(mod8).

Por lo tanto, si conseguimos elegir s tal que n+s/4 sea multiplo de 4 pero no de 8,
habremos probado € lema 3. Pero esto es siempre posible, ya que si n® 1(mod 8),
podemos tomar s=12, mientras que si M° 5(mod 8), podemos tomar s=92, alavez que s
mP 3(mod 8), podemos tomar s=36, mientras que si N 7(mod 8), podemos tomar s=52.
Luego por induccion, y para todo V3 1, hemos demostrado como construir un nimero

alternante de 2(v+1) cifras que es multiplo de 2%¥*Y pero no de 22/

, g.e.d..
Teorema: Todo entero positivo n que no es multiplo de 20 posee un maltiplo
aternante.

Demostracion: Caso 1: Supongamos que n esimpar y no es multiplo de 5. Entonces,

por € lema 1 con a=1, n tiene un maltiplo delaforma

108 -1 5!
10°-1 &,

10%* =10101...101,



gue es obviamente aternante y ademas es impar.
Caso 2: Supongamos ahora que n es impar y multiplo de 5. Lo podemos entonces
escribir como

n=5n",
donde5nodividean'y ud 1. Seaahorau' entero tal que 2u® u. Por €l lema 2, podemos
encontrar un nimero alternante de 2u' cifras que es mdltiplo de 5%, y por lo tanto de 5.

Al mismo tiempo, por el lema 1, podemos encontrar un mltiplo de n' de laforma

2 10 :—1OZUI,B -1

b=0 10 -1
El resultado del producto de estos dos nimeros es una cadena de 2u'B digitos, que se
puede dividir en B grupos idénticos de 2u' digitos alternantes, de forma que en cada uno
de los B grupos € primer digito es par y € Ultimo 5. Por lo tanto, € numero asi
construido es alternante, y por su construccion es miltiplo de n, y ademas impar.
Caso 3: Supongamos ahora que n es par de la forma 2'n', con v@ 1y donde n' es impar
pero no multiplo de 5. Sea entonces V' un entero positivo tal que 2(vV+1)3v. Por el lema
3, existe un nimero aternante de 2v' cifras que es mltiplo de 2°*?, y por lo tanto de
2'. Al mismo tiempo, por €l lema 1, existe un miltiplo de n' de laforma

T AT

b0 10 -1
El resultado del producto de estos dos nimeros es una cadena de 2v'B digitos, que se
puede dividir en B grupos idénticos de 2V digitos de paridad alternante, de forma que en
cada uno de los B grupos €l primer digito es impar y e ultimo par. Por lo tanto, €
nimero asi construido es alternante, y por su construccion es maltiplo de n.
Caso 4: Supongamos ahora que n es par y multiplo de 5, pero no es multiplo de 20.
Luego 4 no divide an. Podemos entonces escribir n=10n", donde n' es impar. Por lo
tanto, n' pertenece al caso 1 0 2, con lo que podemos encontrar un multiplo alternante
impar de n'. Ahorabien, 10 veces ese multiplo alternante impar sigue siendo aternante,
y por construccion es multiplo de n.
Luego siempre que n no sea multiplo de 20, hemos demostrado que podemos encontrar
un multiplo aternante de n. Como ademés, si n es multiplo de 20, es imposible que
tenga un multiplo alternante, la respuesta al problema es que tienen multiplos

alternantes todos | os enteros positivos salvo los multiplos de 20.
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