Memoria Peter O’ Hallaran 2004 Problema 1

Hallar todos |os nimeros naturales mtales que

16361, { 2m- 1)! :?Mﬂ
e 2 g

Solucién de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.
Denotaremos por X, a miembro de laizquierday por yn, a de laderecha, es decir,

X, =168b8bx..{ 2m- 1)!; Vi :?@3.

e 4]
Se puede calcular facilmente que:
&A(1+1)06 a2(2+1)06
% =1=g (2 );!:yl; % =18l=3=¢ ( )B':yz,
x3:1!>6!>6!:6>6!=6!=28(32+1)3=yg;
e o

i (4+1)

X, =1BbEIX7! = 2% X3 34571 =10>9>8%7! =10! = G
e

Por |o tanto, laigualdad propuesta se cumple param=1, 2, 3y 4. Probaremos ahora que
éstas son | as Unicas soluciones.

Definimos P2(X) como lamaxima potenciade 2 que divide ax. Es conocido que

énu

R()=a 4 G

Utilizando que Pa(xs)=Pa(ys) por ser Xs=Yys, demostraremos que, para me5,
Po(xm)>P2(ym). Para ello, compararemos Pa(Xm) ¥ P2(Xm1) por un lado, y Pa(ym) ¥
P2(Ym+1) por otro:

P, (Xna) = Ro(2m+ 1)1, ) = B (2m+12)!) + R (x,)
52m+1y

P ((am 1)) =& 270 & 2T med = me P (m);

=1

0

B (Xna) - R (%0)® m+Ry(mt).
Consideremos ahora e conjunto  Aqe={ m(m+1)/2+1,m(m+1)/2+2,...,(nm+1)(m+2)/2}
gue tiene obviamente m+1 elementos que son enteros consecutivos. Sea a € exponente

de la mayor potencia de 2 que tiene un multiplo contenido en An.;. Entonces, existe al



menos un nimero de la forma 2%c (con ¢ impar) incluido en ese An1. Ahorabien, 2% no
divide a ningun otro elemento de ese conjunto, pues por definicién ninglin elemento de

2&"‘ 1

Am+1 €s multiplo de , Y S existe otro nimero que es de la forma 2°¢', siendo ¢' otro

impar distinto de ¢, entonces existe a menos un nimero par entre c y ¢, y 2°

multiplicado por dicho nimero par serfa multiplo de 2***

y estaria incluido en Anq, 10
cua es absurdo. Podemos entonces escribir cada el emento del conjunto como 2%c+x o
como 2%- x, eligiendo siempre x como no negativo. Ahora bien, si x esno nulo y 2°c+x
0 2c- X estd en A1, entonces Po(22c+X)=P(2°c- X)=P5(X), que se demuestra asi: si 2°
divideax, y b®a, entonces 2° divide ax, y por lo tanto también divide a 2°c+x y a 2%c- x,
que es absurdo si uno de los dos esta en A1, S 2° divide a x, y b<a, entonces 2°
también divide a 2%, y 2° divide tanto a 2%c+x como a 2°c- x. Reciprocamente, sabemos
gue s 2° divide a 2°c+x 0 a 2%- X, con x no nulo y estando a menos uno de ellos en
Am+1, entonces b<a, con lo que 2° también divide a 2, y 2° debe por lo tanto dividir a x.
Supongamos que podemos escribir el menor nimero de A1 como 2°-y. Entonces, a

haber m+1 elementos en A1, € mayor elemento de A1 €s 2°+m-y, con lo que
d a. i), 87 A d N S
P,(Yma)- Po(Ym) =8 B (2%c- j)+ @ B(2°c+j)+a=a R(j)+a R(i)+a
j=1 j=1 j=1 =1

=R(y)+R((m- y)})+a

Ahorabien, como €l nimero de combinaciones de m elementos tomados dey en'y es un
nimero entero, setiene que (M- y)!y! divideam!, con lo que

R (m)2 B (y1)+R((m-y)!).
Se tiene entonces que

P, (%)~ P (Yma) ® (%) - Pa(¥) #m- @+ B (m!)- By (y1)- Ry((m- v)!)
B (%) Po(Yn)*m-a

Ahorabien, como 2°c£(m+1)(m+2)/2, y si m? 4, entonces 2™ n¥, se deduce que

(m+1)(m+2) _ m? +3m+2 y m? +4m
2 2

£’ £27.

Por lo tanto, si m® 4 entonces a<m, y

Pz(xm+1)' Pz(ym+1) > Pz(xm)' Pz(ym)-

Luego s P2(Xm)® P2(ym) con me 4, entonces Po(Xm+1)>P2(Ym+1), Y Se ha demostrado por
induccion que param?® 5, P2(Xm)>P2(Ym), luego no puede haber soluciones con n? 5.
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En 6 tridngulo ABC, la altura desde A corta a la circunferencia circunscritaen T. El
didmetro de la circunferencia circunscrita que pasa por Ay larecta OT (O, circuncentro)
cortan a lado BC en Qy M, respectivamente. Demostrar que

[AQC] _asinB &
[MTC] ~ &cosC &

donde|[ ] representa el area.

Solucién de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

Obviamente, la recta OT contiene a un didmetro de la circunferencia circunscrita. Sean
A', T' los segundos puntos donde los didametros por Ay T respectivamente cortan a la
circunferencia circunscrita. Es entonces obvio que ATAT' es un rectdngulo, por ser
DATA=DATA Yy DTAT=DTAT rectos al ser AA'y TT' diametros. Ademas, por ser AT
perpendicular a BC, también lo es AT', y AT'y TA' son paradelosa BC. Por lo tanto, los
angulos que forman AA' y TT' con BC son iguaes, o lo que es lo mismo,
DAQC=DTMC. Es obvio también que AT y TA' son simétricos con respecto a la
mediatriz comin de TA' y AT, que es la perpendicular a BC por el punto medio del
rectngulo, es decir O. Por lo tanto, CT'=AB, y por e teorema del seno,
DCTM=DCTT'=DC=DACQ. De aqui podemos concluir que los triangulos AQCy CMT

SON semejantes, y en consecuencia, que



[AQC] _arC o
[cMT] &CT o'

Ahora bien, siendo r el radio de la circunferencia circunscrita, se tiene por € teorema
del seno que AC=2rsinB. Por otra parte, DCAT=DBAC-DbBAT, y d sar AT
perpendicular a BC, DBAT=p/2- DB, es decir, DCAT=DA+DB- p/2=p/2- BC, con lo
gue CT=2rsin(BCAT)=2rcosC. Sustituyendo estos dos valores encontrados para AC y
CT en la ecuacién anterior para € cociente de las &reas y simplificando, se obtiene €

resultado buscado.
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Si a, b, ¢ son numeros positivos tales que
1=ab+bc+ca+2abc,
demostrar que

2(a+b+c)+13 32abc.

¢Cuando se verificalaigualdad?

Solucién de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.
De la igualdad dada, aplicando la desigualdad entre medias aritmética y geométrica a

ab, bcy ca, que son positivos, y llamando G alamediageométricade a, by ¢, setiene:

1- 2G® 1- 2abc _ab+bc+ca . 3555 »
= = 3 \/ab =G ;
3 3 3

03 2G*+3G?- 1=(G+1)*(2G- ).
Como G es positivo, se deduce que GEL/2. Podemos ahora deducir también que:
3 1 3
ab+bc+ca=1- 2abc=1- 2G°3 1- = =—.
4 4
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz alos vectores (a,b,c) y (b,c,a), setiene
a’+b*+c*3 ab+bc+cas g
Por lo tanto, sellegaa
(a+b+c)” =a?+b?+c?+2(ab+hc+ca)? 4§1+2_ =—=cox.
Como atb+c es positivo, se demuestra finalmente que
2(a+b+c)+13 Zg+1:43 32G® = 32abc,

g.ed.. Como hemos aplicado la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica
de ab, bc y ca, y la desigualdad de Cauchy-Schwartz a (a,b,c) y (b,c,a), laigualdad se

dag y solamente s a=b=c=G=1/2.
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Sean 7, z,, z3 NUMeros comple os mutuamente distintos, tales que
|2]=|z|=[z| =1,
y supongamos gue €l triangulo cuyos vértices son |os puntos cuyos afijos son z;, 2, s,
es acutangulo. Demostrar que si se verificalaigualdad
1 N 1 N 1 =1,
2+|z+z| 2+, +z| 2+|z+7]

entonces el triangulo es equiléatero.

Solucién de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

Sean A, By C los puntos cuyos &fijos respectivos son z, z,, zz. Como O, € punto cuyo
afijo es z=0, es € circuncentro de ABC, se tiene que BBOC=2DA, BCOA=2DB,
DAOB=2DC. Sean entonces

z =€ =cos(q,)+isin(q,);
z, =€% =cos(q,) +isin(q,);
z, =€% =cos(q,) +isin(q,)
Es entonces una propiedad conocida de los angulos formados por dos vértices del

tridangulo y su circuncentro que (ver figura)



%Y
2

—9 -9 qz
2

—9:- % q1
2

bA bB bC

Ahorabien, por ser € triangulo acutdngulo, cada uno de estos tres dngulos es menor que

p/2,y setiene

2.+ =/go05(a) + cos(a. )i +gsin o) +5in (a, )
—\/2+2cos(ql)cos(q2)+2$|n(ql)sm (a,) \/2+2005(q1 d,)

= [2+2c0 P Y% q2+_ 26228920 _ 528" 0, 0 ==2cos(C).
€ 2 3 &€ 2 5 & 2 5

Delamismaforma, se demuestra que
|2, + | = 2cos(A); |2+ 2| =2c0s(B).
Por lo tanto, los angulos del triangulo considerado satisfacen larelacion:

R S S
1+cos(B) 1+cos(C) 1+cos(A)

Ahora bien, utilizando la desigualdad entre medias aritmética y arménica, podemos

escribir;

3 3+cos(A) +cos(B) +cos(C)
£ ;
1 + 1 + 1 3
1+cos(B) 1+cos(C) 1+cos(A)

NIl w
1

cos(A) +cos(B) +cos(C) 2 g .

Podemaos entonces utilizar que BA+DB+D C=p, con lo que

§£cos(A)+2cosaEB-'-C9co aB - C9 1- anzaeb‘o+2$naeo‘gcosad3_cg,
2 2 5% 2 §25 &

%) 29 2 g

2
é. u aB- Cau
— - —y t4sing—zal- cos
e G a
Pero esto es imposible a menos que cos((B- C)/2)=1 (es decir, a menos que BB=DC), y
simultaneamente sin(A/2)=1/2, es decir, DA=p/3. Luego BB=DC=(p- DA)/2=p/3, y €

tridngulo cuyos afijos son z, 2, y z; es equilétero, g.e.d..
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