PROBLEMA 41 (SOLUCION POR HENRY RAMIREZ- FUSM BOGOTA COLOMBIA)
Para todo n3 1, probar que:
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SOLUCION:
La desigualdad original (1) puede reescribirse como:
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La demostracion se hara por induccién.

Para n =1, se tiene:
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De donde 131

Supéngase cierto el resultado para k =1,2,3,...,n- 1
Debe probarse el resultado para k =n. Por la desigualdad media arménica — media
aritmética tenemos que:
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En donde se ha utilizado el Teorema del Binomio de Newton (x+Yy)" = é ;j(ky“ k
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Lo que implica que:
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Ahora bien; para n=2 se tiene que:
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pues 4e >4(2.5)=10>9 (***) (A)
De forma similar se tiene que para n=3:
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lo cual es cierto pues 27e* >27*24 =432 >343 .

Supoéngase que n3 4

Consideremos la funcion f(x) = xInx - x - 1 en el intervalo [4,¥).
Tenemos que f(4) =4In4- 4- 1=4In4-5»0.545 >0
Ademas derivando se tiene que:
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Entonces f(x) es creciente en este intervalo, y como f(4)>0, se tiene que f(x) >0en [O,¥)
Por lo tanto:

Entonces:

f(x)=xInx-x-1>0
En particular para x =nnatural (n3 4):
ninn-n-1>0 (B)
Lo que implica:
nnn3 n+l1 (3).
Tenemos ademas que:
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lo cual se puede probar facilmente por induccion.
Paran=4:
2% =163 16 =42
Supodngase que el resultado es cierto para k = 4,5, 6,...,n.
Por lo tanto:
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Multiplicando esta desigualdad por 2, tenemos:
2n+1 3 2n2 (5)
pero (n- 1)23 2 para n3 4. De donde:
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sustituyendo esto en (5) obtenemos:
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Tenemos que:
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La desigualdad se mantiene al tomar In:
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de donde
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Multiplicando por n se tiene:
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Combinando esto con (4) resulta:
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con lo que obtenemos la desigualdad:
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Ahora se suman miembro a miembro las desigualdades obtenidas en (3) y (6):
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Se tiene por lo tanto:
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podemos reescribir esta desigualdad como:
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lo que implica:
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de donde:




Es decir.:
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Combinando esto con la desigualdad (2) obtenemos:
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Es decir :
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gue es lo que se queria demostrar.

COMENTARIO.
De acuerdo a las desigualdades resaltadas (A) y (B) la desigualdad en realidad es estricta

para n> 2. Laigualdad se presenta en en el caso n=1.
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