Problema 75
Propuesto por Wu Wei Chao, GuangZhou, China.
Dados dos nimeros redles, a 'y ¢, con a distinto de 0, encontrar todas las funciones
f:R® R que verifican
f (x+ f (y)) =f (f (y))+2axf (y)+f(x)-c, para cualesquier X, y reales.

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Espafia.

Haciendo x=0, se obtiene de formatrivia que f(0)=c. Luego f(x)=0 paratodo x real solo
s ¢=0, comprobandose por sustitucion directa que s c=0, entonces f(X)=0 es
efectivamente una solucién posible. En caso de que f(X) no sea idénticamente nula
(independientemente de que ¢ sea nulo 0 no), existe a menos un real y para el que f(y)
es no nulo, pudiéndose definir para cadareal zun real u mediante

c- f(f +Z
" 2(af 8) |
Luego para cualesgquieray, z reales, con f(y) no nulo, existe u real tal que
f(u+f(y))="f(f(y))+2auf (y)+f(u)-c="f(u)+z.

Por |o tanto, para cualesquiera x, z reales existen realesu y v tales que f(v)- f(u)=z, y

f(x+f(v))=f(f(v))+2axt (v)+f(x)-c
(z+ f (u)) +2axz+2axf (u)+ f (x)- ¢
= (f(u))+2a(x+2) f (u)+f(x)+ f(2)+28xz- 2

)

)
f(x+f(v))=f(x+z+f(u))
(

La solucién de esta Ultima ecuacién es sencilla tomando, sin pérdida de generalidad,

f(x)=ax?+c+g(x), donde g(x) es una funcién ahallarse. Entonces,
g(x+2)=f(x+2)- a(x+2)’ - c=f (x)+ f (2)- - az- 2c=g(x)+9(2).
Luego como este resultado se da para cualesquiera x, z reales, se tiene que g(x)=bx para

algin b real, y lasolucién general cuando f(x) no es idénticamente nula es

f (x) =ax? +bx+c, brea cualquiera,

existiendo ademaés la solucién particular f(X)=0 paratodo real x cuando c=0.
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