Problema 77

Propuesto por Juan Carlos Salazar, Puerto Ordaz, Venezuela.

Sea el cuadrildtero ABCD circunscrito a un circulo (1,r). Los puntos de tangencia de
este circulo con los lados AB, BC, CD, DA son W, X, Y, Z, respectivamente. Los
circulos exinscritos (I1,r1), (la,rs) correspondientes a los lados AB y CD,
respectivamente, y los circulos inscritos (I2,r2), (Is,r3) en los triangulos WXY y WYZ
determinan los tridngul os tangencial es externos e internos correspondientes, de &reas S,
S, S, S Demostrar que
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Solucién de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Esparia.
Sean X', W, Z' los puntos de tangencia del circulo (I1,r1) con las rectas AD, AB y BC,
respectivamente. Se tiene entonces que € areade XWZ' es S, siendo r; € radio de su
circunferenciacircunscrita. Por lo tanto, utilizando el teoremadel seno, setiene

S _W' XW'Z'xX'Z'

e a? =2r,sin(BX'W'Z")sin(PW'Z' X")sin(BZ'X 'W").

Ahorabien,
DX'W'Z'=p - DX'W'A- DZ'W'B=p - g-gzc ;D ,

donde se ha utilizado que los triangulos WAX' y WBZ' son isdsceles en A y B,

respectivamente, siendo DWAX'=p- A, PWBZ'=p- B, donde los &ngulos A, B, Cy D son
los angulos DDAB, DABC, BBCD y BDCDA, respectivamente. Al ser |1 € centro de la



circunferencia circunscrita a XWZ', y ser 11X e ;W perpendiculares a las rectas AD y

BC, respectivamente, se comprueba que
p-DX'I,Z'_A+B
2 2

bX'1,Z2'=2bX'W'Z2'=C+D; DI X'Z'=bl,Z2'X"'=

DIIX'W':%-DW'X'A:%- PW'X'Z'=DW'X'I, +DI,X'Z' =

A,
2’
B

P

Dllz'W'I%-DW'Z'BIE- > bW'Z'X'=bW'Z'l,+bPl,Z'X"'=

Por o tanto, sellegafinamente a

izw X>WZZ><X Z :2rls|na£ Do _Sm&Bo
r 4r, 8 8

Ahora bien, es conocido que BW=AW, ya que si P es & punto donde confluyen las

rectas AD y BC, setiene que

+ _
PA- AW'=PX'= PZ'=PB- BW'= PB- AB+AW"; AW-:W;

+ AB-
PB+BW = PX = PZ = PA+ AW = PA+AB- BW pw = PA*AB- PB.

Ahorabien, [lamando (1,r) ala circunferenciainscrita en ABCD, al ser 1Z perpendicular

aAD, siendo |A labisectriz del angulo A, setiene

= BW tan(DIBW) = tan 22 2 r, = AW tan (BI,AW) = BW tan 22~ A0,
2g 8 2 g
r
T A, aBo
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§2p &2p
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sing 2sing -
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Por simetria, setiene que

i =2rsn EEA *B 9(:03aEC 9(:058
z

i

Pero al ser 2p la suma de los angulos de ABCD, se llega finalmente a:



[y caniid ecosaao‘gcosaEE + cosaEC 9cos
nor, g2 ge €2g é&2¢ &2 Eu“

ae°\+Boe aeﬁx Bo BFA+BoH a-Do & +Dal

=rsn +cos ~+cos ~+Cos s
& £ 2 €25 €25 &2 A#
=rsinaea‘+82cosaeo" Bg+rsinaé:+Dgcosa@9
82 %) 8 %) 8 %) 8 2 g

=~ gin(A) +sin(B) +sin(C) +sin(D)g

Consideremos ahora €l tridngulo tangencia interior del tridngulo WXY. Al ser los
tridngulos ZAW, WBX, XCY, YDZ isoscelesen A, B, Cy D, respectivamente, se tiene

p-A p-B_A+B

DPZWX =p - DZWA- DXWB =p - =
2 2 2

Delamismaforma,

B+C. E)XYZ=C;D; pyzw =20

DBWXY =

Ademas, por ser WXYZ ciclico, setiene
PDWYX =DWZX; DXWY =DXZY ; DYWZ =DYXZ; DZXW =D ZYW .
L uego como

B+C
2

y de forma similar para los otros tres angulos del cuadrildtero WXYZ, podemos

DWXY =DWXZ +DYXZ =

establecer un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas que produce
DXWY = é; PDWYX = b :
2 2
Sean ahora T, U, V los puntos de tangencia del circulo (I2,r2) sobre los lados WX, XY,
YZ, respectivamente. Por ser los triangulos TXU, UYV, VWT isosceles en X, Y, W
respectivamente, se tiene

PTUV =p - DTUX - BVUY =p - - PTXU p-BUW _B+C+D

_p_A
2 4

2 2 4
De lamismaforma se obtiene
pviu=R_D. puvT=A*D
2 4
Por |o tanto, se tiene finalmente que
_ +

i = —TU >U\£ adl =2r, smaEA D gcosaEAgcos&D 0
r 4r, & &4



Ahorabien, por ser r, e radio de la circunferenciainscritaa WXY, setiene

r2 + r2 — r-2 + r2

- =WY =2r sin(BWXY)
e al) aeDo aDXWY § ab XYW ¢

tan—= tan tan + tan -
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Introduciendo este resultado en la anterior igualdad para S/r», se tiene finalmente:
> - @At Do n& 0
r & 2 82@' 2g
De forma enteramente andloga, se obtiene también
§:rsmad3+Co aélo
Iy & 2 8221 2g
y de aqui se consigue finalmente
as, % aB+C €. aer aeDo aBo_. aC
2 —T—2r5| =a5In +sm _sm ;'
S e '€ 2 56825 $25 €240
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:%gsin(A)+sin(D)+sin(B)+sin(C)g:

g.ed..
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