TRIANGULOS ESPECIALES
Francisco Bellot Rosado

Introduccion

Joseph Neuberg, Profesor Emérito de la Universidadela, publicd en ladMemoires de la
Société Royale des Sciences de Ligge 12 (1924), un®ibliographie des triangles spéciaux
En ella se recogen 5€asos de triangulos entre cuyos elementos (lados, angulos o ambas cosas)
existe una determinada relacion. Estos son los llam@adogyulos especiale®n la Geometria del
Triangulo, que tuvo un enorme impulso en los afos finales del Xipy que en la actualidad
también es motivo de investigacion : basta consultarejnplo, la revista digitéForum
Geometricorunen Internet, que comenzo a aparecer en la re2D0n.

Muchas de las citas de Neuberg son notas suyas, publicadas en la revistddiblggsisdesde
finales del sigloXIX. La coincidencia, emste caso afortunada, de tener en mi Biblioteca un
namero bastante considerable de ejemplarédatbesisne permite "buscar en las fuentes”,
como suele decirspara encontrar otras propiedades de algunos de estos triangulos especiales, que
iremos presentando en los numeros dedaista Escolar de la OIMOtras buenas fuentes de
informacion son las colecciones de problemasisieérican Mathematical Monthly las deCrux
MathematicorumMathematics Magazine y College Mathematics Journal

Por otra parte, cuando en una desigualdad triangular se estudian los casos de igualdad, se
puede obtener ur@ondicion necesaria y suficierpara que un triangulo sea, pongamos por caso,
equilatero, isésceles, acutangulo, etc. Como regla general no trataremos aqui estos casos - seria
demasiado prolijo - y remitimos al lector a las dos publicacignegeras en este campo: la
conocida como "Biblia de Bottema” : Bottema - Djordjevic - Janic - Mitrinovic - VaGeometric
Inequalities WoltersNoordhoof PublishingGroningen1969 ; y su exhaustiva secuela:

Mitrinovic - Pécaric - VolenedRecent Advances in Geometric Inequaliti€lwer Academic
Publishers Dordrecht1989.

Tridngulos especiales |
I.1 Triangulos isésceles y seudisosceles

En 1840, C.L.Lehmus(1780-1863), profesor en Berlin, escribié a Stautiéndole una
demostracion "puramente geométrica” de la solucién al siguiente problema :

Si un tridngulo tiene dos bisectrices igugless isdsceles

Algun tiempodespués, Steiner estudié los casos de las bisedimieg®res y exteriores y
demostro el que se conoce coifeorema de SteinerfLehmus: Si las bisectrices interiores de
un triangulo son igualesel tridngulo es isésceles

Podemos dar una demostracion directa de este resultado. Mediante el teorema de Stewart, el
cuadrado de la longitud de una bisectriz interioespresacomo

W2 = ca[l— (%)2}

asi que igualando esta expresion a

we :ab[l_(aib)z]




se obtiene
a(a+b+c)[(a+b+c)@?+bc) +2abcj(b-c) =0,

asi que es claro que= cy el triAngulo es is6sceldl.

En Crux Mathematicoruml976,p.19-24 se publica un excelente articulo sobre el teorema de
Steiner - Lehmus, con numerosas referencias, por Léo Sauvé, entonces editor de la revista, cuando
todavia tenia el titulo dBureka

Igualmente natural es preguntarse qué ocurrira si dos simedianas son iguales. Ya Lemoine en
Mathesis2 demuestra que ur@@ndicion necesaria y suficierpara que un triangulo sea isésceles
es que tenga dos simedianas iguales. La relacion entre la longitud de la ntetidea) y la
simediana desde A esté& dada por

_ _2bc )
T Ri2 e

por su parte, la igualdag, = s. se traduce en la igualdad

a

(czcia;)z e b S (azaibt;)2 e

gue puede escribirse en la forma
(c? —b?)[2a%(a? + c?)(a? + b?) + b?c?(2a? + b? + ¢?)] = 0,

de donde se deduce la conclusillih.

Enumeramos ahora, sin demostraciones, pero dando las referencias oportunas, algunas
condicionegara que un triangulo sea isésceles :

Problema LEn el triangulo ABCsea AD la medianarobar que si los radios de los
circulos inscritos en ABD y ACD son iguajemtonces AB- AC. (Mircea BecheanuGazeta
Matematica9/1996)

Problema 2 Caracterizar los triangulos en los que dos de los centros de los circulos
exinscritos estan en una elipse cuyos focos son el incentro y el centro del circul®drulo®s
(C.PopescuGazeta matematica/1980)

Problema 3 En el triAngulo ABClas bisectrices interiores d&é y B cortan a los lados

opuestos en D y Eespectivamentdrobar que si DE divide a los éngul@ yC/E\B enla
misma proporciénentonces CA: CB. (A.M.Monthly1934,p.527)

Problema 4 Si desde los pies de las bisectrices interiores de los angulos de un triangulo se
trazan perpendiculares a los respectivos ladoson concurrentegntonces el triangulo es
isésceles(V.Thébaulf A.M.Monthly1939,p.513)

Si ADBE,CF son bisectrices interioreg es BD- CE = DC - BF, entonces el triangulo es
iséscelegR 1zard, Dallas; prob.1132a), Mathematics Magazinenero1983).

Problema 5 Sila medianay la bisectriz interior relativas a un mismo véertice son iguales
el triAngulo es isodscelegQué ocurre si se sustituye la bisectriz interior por la extePior
(V.Thébaulf Mathesis1958).

Problema 6 La condicion necesaria y suficiente para que en un tridngulo sea,les que
h3 = p(p — a), donde p es el semiperimet(® Blanchard Mathesis1957).

Problema 7: La condicion necesaria y suficiente para que b, es que



in B
a+b _ SNy

a+C sin%'

Problema 8 Demostrar que la recta de Euler de un triangulo no pasa por el centro de uno
de los circulos triangentg@ncentro o exincentrgamas que si ABC es iséscel@glathesis
1929).

Problema 9 Demostrar que ABC es isOsceles si y sélo si la recta OG es perpendicular a un
lado del triangulo (M.BenczeGazeta matematic2-3/1993).

En el caso de las bisectrices exteriores, la situacion es algo mas compleja. Si el triangulo es
isésceles, las bisectrices exteriores correspondientes a los angulos iguales son iguales. Sin
embargo, Emmerich (1900) di6 el siguieefemplo de un triangulo escaleno con bisectrices
exteriores iguales: Sean BM y CN las bisectrices exteriores de B y C del triAngulo de angulos

B = 12°C = 132°A = 36°. Ya que
BCM = 48°= CMB,

yCBN = 12°= ﬁ\l\c, resulta que
BM = BC = CN.
Obsérvese que el exincentrpesté en el segmento BM pero no en el lIN.

También es posible buscar gjfgmplo de un triangulo rectdngulo no isésceles donde las

bisectrices exteriores sean iguales. Suponga&rr@sQOO, sea P el punto en que la bisectriz
exterior de B corta a CA, y Q el punto en que la bisectriz exterior de A corta a BC. En el triangulo
BAP,

y en BAQ,

_ __CsinB__
AQ= Sin(B — 459’

asi que la igualdad BP AQ se escribe como

sin(B — 45% = sinB - sin%,
ecuacion que NO tiene la soluci@n= 45°, pero tiene una solucién proxima a Bb°.

Se puede demostrar también que si dos bisectrices exteriores de un triAngulo escaleno son
iguales, entonces los senos de los tres semiangulos interiores del triAngulo estan en progresion
geométrica (A.M.M. 1933, p.423).

Los tridngulos no isdsceles con bisectrices exteriores iguales se kmmdaisoscelesombre
dado por M. Alauda ehIntermediaire des Mathématiquék849) donde pedia se demostrara
paraellos la relacion

a2 + bc = 4Rr,.

Al igualar las expresiones para los cuadrados de las longitudes de dos bisectrices exteriores en
e . ’ A N -
un triangulo, por ejemplo las de los angulbg C, se obtiene



(b-c)p(a) = 0, donde

p(@) = a®— (b+c)a? + 3bca- (b +c)bc.

Supongamob > cy consideremos la ecuacion cubicasgn(a) = 0. Esta ecuacion niiene
raiznegativa. Por las férmulas de Cardano-Vieta, se verificara para sus tres raices (reales o

complejaskyi, az,as
Ddai=b+c) aag = 3be [ Ja = (b+co)be,
asi que su discriminante

D ai Y aa —3a1a.a3 = Y a?(a +ax),
luego la ecuacion tiene umaiz positivaa; y dos complejas. Ademas, de las desigualdades
¢(c) = bc(c—-b) < 0,¢(b) = bc(b—c) >0
p(b-c)=-2c <0,

resultac < a; < b, a; > b—c. Porlo tantoa; forma conb y ¢ un tridngulo real. El valor de
a; en funcion deby ces

M+$/M3+,/N +$/M3—,/N,

donde

_bic - bc(27b%c? — 9bg(b + ¢)? + (b +¢)*)
-3 27

Enumeramos algunas propiedades de los triangulos seudoisésceles, todas procedentes de la
Bibliografia deNeuberg :

M

Al2 = Bl - Cl
HZ=1pe-llc=4R-Il4
Al=ra—r
Bla-Cly = Al Al; = Al, - Al: = bc
a2 = 2R(2ra_ha)
1 1 a _
a—b+a—C+bc 0
I _4eiBA
R 4S|r132

Es natural preguntarse qué ocurrira si en un triangulo una bisectriz interior es igual a una
exterior. Este era @bjetivo del problemd 607 deCrux Mathematicorunf1991p.15), propuesto
por Peter Hurthig. En 1992 smiblicaron tres de las 10 soluciones recibidagdy Liu di6 el
ejemplo del triangulo con éngul@sz 24°,§ = 840,6 = 72°. Shailesh Shiraltras dar ekjemplo
30°,30°,120°, estudio el caso general con las expresiones de las longitudes de las bisectrices y did
un modo de obtener infinitos tridngulos escalenos candpiedad requerida. Jordi Dou dio el
ejemplo de Shiral{30°,30°,120°) y probo que si la bisectnterior AD es igual a la exterior BE,
entonces el &ngulo A debe ser menor que un arfgole, aproximadamente igual30,214335°.
Yo, por mi parte, di el ejemplo del triangulo isésceles de lagjasay/3.




|.2 Triangulo equilatero

Una excelente recopilacion de problemas relativos al triangulo equilatero la constituye el libro
de Constantin Cocea 2@® probleme din geometria triunghiul echilater&ditura Gh Asachj
lasi, Rumania 1992.

Vamos a enumerar resultados gunplican que el triangulo sea equilatero :

Problema 10 Demostrar que si en un tridngulo se verifican las igualdades

a+kemg=b+kemy=c+ke.me, ke (0,2]
3
entonces el triangulo es equilatefm,, my, m; medianak
Problema 12 En el triangulo ABCsea K el punto de Lemoir{terseccion de las
simedianas Demostrar que

ABC equilatero < card(Ol,0G,OK) < 3.

(M.Burtea, Gazeta Matematica 5/1982)
Problema 13 Sea ABC acutangulo con alturas ABB,, CC,;.
Si se representa cdn ] el area y se verifica la relacion

[HA.B] + [HB1C] + [HC1A] = %[ABC],

entonces el triangulo es equilatero
Problema 14 Sea ABC un triangulo de ladostec. Si se verifican las igualdades

bv3 Cv3
Ma = T‘/_; We = T‘/_

entonces el tridngulo es equilatero

Problema 15: Demostrar que el triangulo ABC es equilatero si y solo si la suma de las
longitudes de las simedianas %%

Problema 16 Si en el triAngulo ABC se verifica

Fa+lp+re=pv3,

entonces el triangulo es equilatero
Problema 17 Si se verifica en un triangulo

ab?cosA = bc?cosB = ca?cosC,

entonces el triangulo es equilatero

Problema 18 En ABG sean ADBE,CF cevianas concurrentes en Mi los triangulos BDM
CME y AMF tienen la misma area y el mismo perimegmtonces ABC es equilatero
(F.ParvanescuGazeta matematic4/1996).

Problema 19: Sea el triangulo ABCy Me (AC),N € (AB),P € (BC), tales que

MN L AC, NP L AB, MP L BC.

Probar que si el punto de Lemoine de ABC coincide con el baricentro de, BiNénces ABC
es equilatero

(C.Manolescu, Gazeta Matematica 10/1996)

Problema 20: Seaen el triangulo ABC

M = 2p(p? — 3r2 — 4RY).



Demostrar que ABC es equilatero siy solo si

1 1 1 _ 1
M-aZ M-b2 M-cZ 4RS'

siendo S el &rea de ABQM.BenczeGazeta matematica-8/1987).

Problema 21: Sea ABC un tridngulo de incentroDemostrar que si los tridngulos
AIB,BIC,CIA tienen el mismo perimetrentonces ABC es equilater@azeta matematica
3/1994).

Problema 22 Sean }, |y, | ¢ los exincentros de ABOemostrar qud ABC] es la media
armonica de las areas de /8, BI,C, CI.A si y solamente si ABC es equilatero

Problema 23 Demostrar que ABC es equilatero si y solamente si

(a+b+c)(%+%+%) =0,

Problema 24 Demostrar que ABC es equilatero si y solamente si
8cosAcosBcosC = 1.
(Gazeta Matematica 3/1987)

(COtA + cotB + cotC) ¥sinAsinBsinC = %

(College Mathematics Journal, Majy986)
cotw = 3, siendaw el angulo de Brocard.

(American Mathematical Monthlyrob.4491,1953)
Problema 25 Demostrar que ABC debe ser equilatero si dos de los cinco puntos siguientes
coinciden |,0,G,H,Oqy. (Prob.898,Mathematics Magazin&975).

|.3 Triangulos rectdngulos y seudorrectangulas

Es una obviedad decir que la proposicion mejor conocida sobre el tridngulo rectangulo es el
teorema de Pitagoras :

- s - . - Ve —— = -7
La condicion necesaria y suficiente para que el andgsaC del triangulo ABC sea recto es
que & = b? +c2.

El erudito norteamericano Elisha Scott Loomis, profesor de Mateméticas en el
Baldwin-Wallace College, publicé €927 la primeradicion de su librahe Pythagorean
Proposition donde se recogen 366 demostraciones del teorema. Hay una ediigéaQjelel
National Council of Teachers of Mathematics, que todavigusele adquirir.

Presentamos algunos enunciados con condicipmesque un triangulo sea rectangulo:

Problema 26 En el triangulo ABCsu circunferencia inscrita es tangente al lado AB en D
de tal manera que

AC.CB = 2AD - DB.



Demostrar que ABC es rectangulo
Problema 27 Probar que si los lados de un triangulo verifican una de las dos relaciones

[a+b :‘/anchr agc’

/a_b _ Ja-é-c _ agc’

entonces el tridngulo es rectangulo en A

Problema 28 Si los puntos A B; dividen el lado AB del triangulo ABC en tres partes
iguales y ademas se verifica

COtACA, + COtA,CB; = 3 - cotB,CB,

entonces ABC es rectangul&vetolina SimeonoyMathematyk& Informatyka3/1987)
Problema 29 Los &ngulos de un tridngulo son proporcionales a los nimejgsa x
Demostrar que es rectangulo si y solamente si

X3 +y3+ 22+ 2xyz= X3(Y + Z) + Y?(2+ X) + Z2(X + Y).

(Gazeta Matematica 9/1994)
Problema 30 Demostrar que si los lados de ABC verifican

a®+b3+c® =ab@+b)-bob+c)+cac+a),

entonces el triangulo es rectangulo
(Gazeta Matematica 1/1976)
Problema 31 Sea M= BC. Si se verifica

MAZ2 . BC? = MB? - AC2 + MC? . AB?,

entonces ABC es rectangulo en(@azeta matematich967)
Problema 32 Se verifican las equivalencias

GO < % < ABC acutangulo

GO = % < ABC rectangulo

GO > % < ABC obtusangulo
(Elemente der Mathematik952,nr.1,p.17).

Problema 33
ABCrectangulo < OI? + [ABC] = r2 + R?

(American Mathematical Monthi\4,959,p.813)

Problema 34 Si una altura es simedianantonces el triangulo es isdsceles o
rectangulo(Crux Mathematicorunprob.960, 1985.267)

Problema 35 Si ADBE y CF son bisectrices interioreg se verifica

BI-FI = BF - Al,entonces ABC es rectangulR.Izard, Dallas, Prob.1132, Mathematics
Magazine Enero1983)

Problema 36: Caracterizar los triangulos tales que los puntos medios de las alturas estan
alineadog(Huseyin Demirprob.1197,Mathematics Magazin&eptiembrd 985).

Los tridngulos seudorrectangulos verifican la condicion de que la diferencia entre dos de sus



angulos es 90°. Podemos enunciar las propiedades siguientes:

Problema 37 Si en el triangulo ABC@ ~C-= 90°, entonces el centro de la circunferencia
de los9 puntos esté sobre la recta BC

Problema 38 Si en el triAngulo ABCB - C=90°y Sy T son las intersecciones de la
bisectriz interior y exterior con Bntonces

: b2 —c2.
A=D—cC

sin b2 +c2’
ST= 2h,

a® es la media arménica db — ¢)? y (b + ¢)?.

(E301,American Mathematical Monthl$937,p.598).
Otras propiedades de estos triangutasbién citadas por Neuberg encatalogo, son

2bc
%:
€0 b? +c?
A_Db-c
tan2 b+c
lla=|p—c|s2
lple = (b+C) 42
1 1 1
_+ = —
NZ  1pl2 a2

Estas propiedades se deben a Difazny y d’Avillez.
Si los puntos B y C sofijos, ellugar geométrico del vértice A es una hipérbola equilatera de
vértices By C.

(Continuarg
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