Solucion de Glauber M oreno Barbosa, Rio de Janeiro, Brasil.

Problema 78 )
(propuesto por Juan Bosco Romero Marquez, Avila, Espania)
Resolver en enteros positivos laecuacion x ¥ +y *=x*+y % :

En primer lugar se aislan las bases de |as potencias del problema:

XY +y* =x*+y* b x’-x*=y*-y*, adl tenemos que :

| |xy-xZ I N
1

i

R (con esto setienen doshipdtess) :
I N

y -y
| X3 x* b y3z;y*3y" b z3xb y3z3x (1)
l' 0
%xyﬁxZ P yEz; Y'EY P zExb yEz£x (2
() Analizando €l caso (1):

Tenemos que X’ -x*=y*-y* b x¥Y-x*>0pP y*-y*>0 b " x vy, zI N.
lgudando x¥ -x*=Kk " x, y, z kT N. (3

Desarrollando la expresion tenemos:

x*=x¥- kb x* :(\/x_y+«/E)(x/x—y «/F),coneﬂosepuedeoonduir que«/x_”’ Jk,
apartir deque/x? +/k, Vx' -4k T N.

La expresion X :( X’ ++/k )(«/x_y - «/F) sedescompone en dosfactores. Para que e resultado
sea x*, estos factores deben contener la base x, sededuce que :

[ x* =4/x’ +/k 4

% X =x -k (5

Como son expresione scon lostérminos y posiciones respectivasy ademas la expresion para
x* esuna suma y la expresion para x” esuna diferencia , seconduye que::

Sumando x® + x° = 24/x”  (6).

También te nemos que : X* :(xa)(xb) P x*3x"b as3h.

Considerandob + ¢ = a, paradesarrollar la expresion :

=2 b x+1=4x (1)
xb(xC +1)=2«/x_yb I 0

1=V b x+1=2 (2



Analicemos el primer caso (1)':

A patir de(6) : x* +x” =24/x” b xa+2:2(x°+1) P x®=2x°,con eso tenemos que x*,
x“sondetipo2' " j1 N.

Multiplica ndo x° +1= Jx tenemos que: 2x° +2= 24x7

Sudtituyen do 2x° por x° tenemos : x* +2=2\/X_y IS :2«/x_y- 2 (7

De esta manera, apartir de(4) y (7) se obtiene e sstema :

I ya = y
!’X ) +&D 2/x' - 2=x +Kp WX =k+2 b Xy:(“/F+2)2 )
fx=24x - 2

Sugtituyen do (8) en (3) tenemos :k +4Vk +4- x* =k b Xx* = («/F+1) )

X% = 22(«/? +1) (9).

Como la expreson  (9), poseed factor 2 y estéd compuesta solamente por ndmeros
naturales, tenemos que vk +1=2%" d 1 N.

A partir de (9), se consideran |as expresiones que siguen a continuacion para desarrollar una
solucion:

I x°=22 (10)

I' k +1=2° (Observaci on: Jk +1no se puede descompone r en factores)

%d+2=z
As VK+1=2¢ b YK=2-1b Kk =[2 +1V2" -1)
Como ((1)') x>=2e(10) x*=2> b x*=x* b e=2b.
Como x° = 2% solamente existe d factor 2,setiene que x=2 0 x = 4.

Parax = 2:

Sudtituyen do la expresion (8) Jk =\/_y- 2,en(9) x* = 22(«/? +1)seobtiene

X? =22(«/x_y- 1) b x*2=+/x’ - 1 como en este caso x = 2y sudtituyen do en la expresion :
22 =2y .1 p 2¢241=42Y (11) , sesabepor € Teorema dela paridad que para

z1 2 setiene que 2% +1serdimpar.

Consderando 27 +1=n b 2°?=n-1 b 2°2=[n+1){/n-1) (1.

Yaque,+/n +1 +/n- 1son paresconsecutiv os, seconsidera  siguiente sitema :

jt=+n-1

+ t+2=+/n+1

Considerando (12) y e sgema dearriba :

27% = («/ﬁ+1)(«/ﬁ- 1) b 272 =t(t+2)tenemos que t es par, de esta forma se puede considerar
272=2"2"" a', b1 N dendo a+b'=z-2 (13).



Tenemos un nuevo sistema:

T 2a' :t
Y
12" =t+2

La expresion arriba indicada puede ser escrita como 2° (2°' - 1) =2 cuando a'+c'=b'e" ¢

p2"=t+2 b 2"=2"42 b 2"-2"=2 (14)

T N.Observando la expresion 2° - 1seveque dla esimpar, Sn embargo eso serfa un absurdo
pues d producto deesta expreson por un nimero que solo puede descompone rseen 2 genera

un ndmero compuesto solamente por € factor 2, de estamanera silo sepuede tener 2° - 1=1
por lo que setiene que tener que ¢' =1, consecuent emente 2° (2l - 1): 2 b a=1le

(14) 2°-2*=2 b Db'=2

Como sedirmd en (13), a'+b'=z- 2 audituimo sd vador de a' e b'enla expresén
atb'=z-2 b z=5.

Sustituyen do zen (11) 22 +1=+/2"tenemos que y1 N. Sedebe sugiituir € vaor de z para
hdlar € vdor dey.

22+1=420 b 9=420 p 9? =2

Utilizando las reglas delos logaritmos , se puede encontrar € vaor dey :

92=2" b log9° =log2’ b 2log9=ylog2 b y:% P y=2log,9 yl N.

Para x = 4:

Como seindics en (9), x* = 22(Vk +1) b (22) =22(Vk+1) b 227 =22(Vk +1)

p 220 = /k+1 (15).

Como seindicd en (8), Vx¥ =+k+2 b Jk =+/x’ - 2, ysusiituyen doen (15),

229 = [V _ 1 como tenemos x = 4 y sugtituyen do en la expresion :

200 =y - 1p 20 = o i1 p XV =pv.1 p 22Dy =_1p

2v - 24 =1,

El caso dearriba es del mismo moddo de2" - 2° =1" r,sT N,con r >s.

Andizando laiguddad 2" - 2° =1 b 2" =2°+1, con esosetiene que 2" esimpar y € Unico modo
gue esto puede ocurrir essi r =0, que haria con que 2° =0, que es un absurdo. U otro modo escon
2°impar, asis=0ysetiene:2'-1=1 b 2'=2 b r=1

Comoendmoddo 2 =2 b r=y=1e2°=240p 20=2%1 p 1=2Vp z=1

Analizando el caso (2)':

Como esecaso esandogo a caso (1), en d que x° =X b xC+1=2 y con (6) seobtiene €
ggema :



'\[xb(x°+1):2«/g

+xa+xb=2\/x_y

Conesosetiene que x° +1=2b x°=1 b c=0 e x*=+/x’ b 2b=y (16).
Sustituyen do (16) en x® +x° =24/x” ,seobtiene x* +4/x’ =24/x¥ b x*=4x b

2a =y, deestamanera con (16) se concluye que a = b. De este modo, sudtituyen do estos
velores en d sistema ((4) e (5)):

I ya = y k
}.Xb JE+«/J;|: x*=x" b fx +k=vVx"-Jk b 2/k=0 P k=0
f X=X

Como seexpuso en (3), setiene que x” - x* =k b x¥ - x*=0 b xY=x*
P y=2zMas, conforme a enunciado, setiene laiguddad x¥ + y* =x* +y* b
y* =y* b x =z Consecuent emente setiene que x=y=z" X, y, zI N* esta resudto.

Observando la solucion se puede conduir que parad caso en (2) también esta resudto.
Lassoluciones son:(x;y;2) = (411) o(x;y;2) = (x;x;x)," xT N*.
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