Problema 87
Propuesto por Laurentiu Modan, Bucarest, Rumania. Ligeramente modificado por el
editor.

Se considerala sucesion {x,} definida por

1) Probar que
(1- 2")In2<x, <2- % "n3 1,

i) Estudiar la convergenciade{x,} Yy, en su caso, hallar € limite.

Solucién de Daniel Lasapsa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

i) Demostraremos por induccion que, paratodo n3 1,
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Laigualdad es obvia paran=1, pues
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Si laigualdad se cumple para n=m, entonces para n=m+1, se tiene que
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Esto completala demostracién. Por lo tanto, es obvio que la sucesion converge, siendo
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=Iln2+In1l=In2.
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i) Acotaremos primero la sucesién superiormente. Al ser In(1+x)<x para todo x

positivo, y ser 2">n para todo entero positivo n, setiene

Ina'?[+ n<i; X <i+xn
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L uego como x;=In2<1, estrivial por induccion que x,<1+1/2+...+1/2" '=2- 1/2™ ! g.ed..



Nos falta entonces demostrar que

(1- 2‘“)In2< X, :In2+ln§[-
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0 equivalentemente,
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Sea entonces la siguiente funcién:
1
f(x)=2x+27.
El limite de esta funcién cuando x tiende ainfinito es 1, pues el primer sumando tiende

a2°=1, mientras el segundo tiende a0. Laderivada de estafuncion es
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Para x suficientemente grande, se tiene que 2°>2x%>x?2"*, luego para x suficientemente
grande la funcién es siempre creciente. Ademas, f(1)=1, siendo ademés su derivada
nula en este punto. Luego si demostramos que la derivada se anula una Unica vez para
x>1, quedara demostrado que f(x)<1 para x>1, y como conclusién quedara probada la

acotacion inferior propuesta. Ahorabien, para que la derivada se anule, ha de ser
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L as derivadas de los miembros izquierdo y derecho de la tltimaigualdad son
L. %, 10In2
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Igualandolas, queda una ecuacion de segundo grado en x, con discriminante positivo,
coeficiente de x negativo y término independiente igual a 1. Luego tiene dos soluciones
positivas cuyo producto es uno, y las derivadas de los términos izquierdo y derecho de
la tltimaigualdad sélo son iguales en un Unico punto x>1. Por lo tanto, la ecuacion
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que tiene solucién para x=1, y exactamente una solucién para x>1 (en caso contrario la
ecuacion de segundo grado propuesta se cumpliria en mas de un punto x>1). Luego

f(x)<1 paratodo x>1, g.e.d..
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