Problema 90

Propuesto por €l editor.

Por un punto P, interior a un tridngulo dado ABC, se trazan paralelas a los tres lados del
mismo, formando asi tres paralelogramos y tres tridngulos. ¢Para qué punto P es

minima la sumade las areas de | os tres tridngul 0s?

Solucién de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.

Llamemos da, ds, dc las distancia de P a los lados BC, CA, AB, respectivamente, y ha,
hs y hc las aturas trazadas respectivamente desde A, B y C a los lados opuestos. Es
entonces obvio, llamando [ XYZ] al areadd triangulo XYZ, que

de,dy s _ d.XAB  d,BC dy>CA _[APB|+[BPC|+[CPA| .

ECJrh_AJrh_: 2[ABC] 2[ABC|] 2[ABC] [ABC]

Los tres triangulos formados son obviamente semejantes a ABC (pues dos de los lados
de cada triangulo y del ABC son paralelos dos a dos, estando |os terceros en una recta
comun), siendo la razon entre el érea de cada uno de ellos y €l area de ABC igua a
cuadrado de la razén entre sus respectivas aturas desde los vértices correspondientes.
Esdecir, lasumade las &reas de | os tres triangul os viene dada por:

& d° dj°6
g%+h—“2+h—82+[ABC].
ehc A B @

Pero utilizando la desigualdad entre las medias aritméticay cuadratica, se tiene que

2 2 2 .2
d_02+d_A2+d_523 1‘?&+%+%2 :1"
hc hA hB 3ehc hA hBﬂ 3
dandose laigualdad si y sdlo si
e _0y_Gs_1
hC hA hB 3’

es decir, s y solo si P es e baricentro G de ABC. Luego P=G para que la suma de las
areas de los triangulos sea minima, siendo entonces dicha érea igual a 1/3 del area de
ABC.
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