PROBLEMASDE NIVEL MEDIO Y DE OLIMPIADAS (2)

Presentamos una seleccién de problemas propuestos en la Competicion Matematica
Mediterranea (Memorial Peter O’ Halloran), entre 1998 y 2001.

1998 #3(Espafia)

En el triangulo ABC, | esd incentroy D [0 (BC), E O (CA),

F O (AB) son los puntos de tangencia ddl circulo inscrito con los lados.

SeaM [0 (BC) € piedelabisectriz interior del angulo BIC, y seaP = FE n AM.

Demostrar que DP es la bisectriz interior del angulo FDE.

1999,#3(Austria)
Sean a, b, ¢ nlmeros reales no nulosy X, Y,z nUmeros reales positivostalesquex +y +z = 3.
Demostrar que

§L+1+l> X+y+Z

2Ya2 b?2 ¢ " 1+a? 1+b? 1+c?

1999 #4(Bulgaria)

Sea ABC un tridngulo con lados BC = a,CA = b,AB = cy td que@ = 4A
Demostrar que

ab2c® = (b2 - a? + ac)(a? - b2 + ac)”.

2000,#2(Turquia)

Se dan n nimeros reales positivos agy, - - -, an, distintos dos ados. Demostrar que, para cada
n —uplaordenada (o4, ---,0n), donde g; es+1 6 - 1, existen : una permutacion by, ---, b, delos
nimerosag, ---,an; Yy unan — uplaordenada (B4, ---,Bn) , donde cada 3; es+1 6 -1, de ta manera
gue €l signo de laexpresion

> Biby
=1

coincide con g; paratodoi O {1,2,---,n}

2000,#4(Espaiia)

P, Q, R, Sson los puntos medios respectivos de los lados BC, CD, DA, AB del cuadrilétero
convexo ABCD. Demostrar que

4(AP? + BQ? + CR? + DS?) < 5(AB? + BC? + CD? + DA?).

2001, #1(Austria)

Sea k una circunferenciade centro O, y sean Py Q dos puntos sobre k. SeaM & punto medio
dePQ, y Ay C dos puntos variables sobre k, de tal manera que AC pasa por M. El trapecio
ABCD estainscrito en k, de modo que AB es pardlelaa CD y ambas son paraelas a PQ.

Demostrar que AD y BC se cortan en un punto X que es independiente de la posicidon de A
sobre lacircunferencia

2001,#2(Bulgaria)



Hallar todos los enteros n tales que € polinomio p(x) = x° — nx — n — 2 puede descomponerse
en producto de dos polinomios no constantes, con coeficientes enteros.

2001,#4(Bulgaria)

Se da un triangulo equildero ABC, delado 1. Designamos con A € conjunto de los puntos
interiores o sobre los lados de ABC. Para cada punto M A , am,bwm,cu son lasdistanciasde M a
los lados BC, CA, AB respectivamente. Definimos

f(M) = ag;(bw —cm) + biy(cw —awm) + c(am — bwm).

a) Describir geométricamente € conjunto {M A : f(M) = 0}.
b) Hallar los valores maximo y minimo de f(M) cuando M A , y los puntos donde son
alcanzados.



