Problema 94
Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espafia.

Sea f:[a,b]® R una funcién continua y derivable en (a,b). Probar que existe un cl (a,b)

tal que
J2 1 21 156
—f = ~.
2 () J@ b sa-c b-cp

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espafia.
Nota preliminar: es conveniente precisar que es necesario que f(x) esté definida y sea
continua en €l cerrado [a,b] para que se cumpla la propiedad mencionada. En caso

contrario, seaf:[a,b]® R definida como sigue:

f(a)=f(b)=0; f(x)=x- /az—szm((x- a)(b- x)) sixl (ah).

Obviamente, f(X) es continuay derivable en (a,b), aunque no es continua ni en a ni en b,

estando sin embargo definida en todo el cerrado [a,b]. Esobvio que, paratodo xI (a,b),

v, [ 2 (b-x)-(x-a)_.. [ 2 @1 1 6
F(x)=1- a’+b®> (x- a)(b- X) =1 a2+b28a-x+b-x5'

Por lo tanto, para cadacl (a,b),

V2 J2 1 21 156
N f(e)=Y2 0
()= " @ sa-c b-cp

2
con lo que laigualdad del enunciado no se daria nunca.

Tras esta nota preliminar, consideremos entonces que f:[a,b]® R toma valores reales
para todo punto de [a,b], siendo continua en dicho intervalo cerrado, y derivable en €
abierto (a,b). Supongamos que laigualdad propuesta en el enunciado no se cumple para
ningun punto de (a,b). Entonces, a ser continuos los dos lados de la igualdad dada en
el enunciado, eso quiere decir que uno serd siempre mayor que el otro. Supongamos

entonces que, paratodo punto del abierto, es

2 a1 1606
f' + =,
(C)> a2+b’%a-c b-cgy

Entonces, para cada dos puntos c,d tales que a<c<d<b, setiene



d 2 ‘a1 16
f(d)- f(c)—9f (x)dx > /a +b20éa X+b o =dx

2 gd &{c- a)(b-c) 0
oz 3n((x- a)(b- X)H. —\/a2+b2 'ng(d_ )b d)2

Fijado c, se tiene entonces que

im f (d) >  (¢)+ | oy ZE(C a)(b-c)o, | 2 2|m|nael °.
®b a+b’ & b-a 4 Va+b’ b @gb-d

Los dos primeros sumandos del miembro de la derecha son finitos, pero no asi el

tercero, que diverge hacia valores positivos arbitrariamente grandes. Luego f(x) no es
continuaen b. Contradiccion.

Deformasimilar, st asumimos que paratodo punto del abierto se cumple

2 a1 106
f'(c)< + -
(C) a2+b’%a-c b-cgy

[ 2 c-a)(b-c)o
f(d)- f(c)< a2+b2|ng(d-a)(b-d)g'

lim f (c)> f (d)- | |2 timnZ L0
c®a a’ +b g a’+b’ a2 &c- ag

Nuevamente los dos primeros sumandos son finitos, pero e tercero diverge hacia

entonces

Luego

valores positivos arbitrariamente grandes. Luego f(X) no es continua en a, y se llega
nuevamente a una contradiccion.

L uego para al menos un punto ¢l (a,b) se dalaigualdad dada en & enunciado, g.e.d..
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