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Um resultado altamente inesperado é encontrado no maravilhoso texto “Advanced Euclidean
Geometry” de Roger Johnson’s publicado pela Dover publications em 1960. E um antigo teorema
japonés que pelo seu surpreendente conteldo merece ser ‘ressuscitado” agora na lingua
portuguesa para que ele seja conhecido e apreciado com muito louvor pelos amantes da harmonia
da matematica e em especial pelos gedmetras.

Seja um poligono convexo, que possa ser inscrito numa circunferéncia. Se
triangularizarmos esse poligono a partir de um de seus vértices (tracando diagonais, €
claro!) e inscrevermos em cada um destes triAngulos uma circunferéncia a soma das
medidas dos raios dessas circunferéncias permanece constante independente da
triangularizacéo realizada com o poligono.

Veja um exemplo ilustrativo com um hexagono:

Nas duas figuras acima a soma das medidas dos raios das circunferéncias inscritas nos
triangulos é a mesma.(apesar das medidas dos raios serem diferentes)

Para verificarmos o que foi dito acima usaremos o

TEOREMA DE CARNOT: Num triangulo ABC a soma (algébrica) das distancias do

circuncentro do triangulo ABC aos lados AB, AC e BC desse tridngulo € igual a R+r, onde R
é a medida do raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC e r a medida do raio da
circunferéncia inscrita no triangulo ABC.

* A convencao de sinais sera:
+ ® Quando pelo menos uma parte do segmento esta no interior do triangulo.
- ® Quando o segmento estd completamente fora do tridangulo.

Observe as figuras:




Vamos considerar aqui o caso do triangulo acutangulo. Os outros dois casos podem ser verificados
de modo razoavelmente semelhantes.

Na figura acima, temos que:

2.(ABC)=(a+b+c).r, ( )=Area
2 (ABC) = aOM , + bOMsg +cOM¢c e dai
r(@+b+c)= aOMa +bOMg +cOMc (0)

Agora perceba que:

PAOB = PC; pBOC = DA; PAOC = 2pB (Pelo teorema do &ngulo inscrito). Assim podemos
observar as seguintes semelhancas:
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e dai de (1), (2) e (3) temos que
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Adicionando (4), (5) e (6) temos:

OMa (b +c)+OMs(a+c)+OMc (a+b)=R(a+b+c) (7)
finalmente fazendo (7) + (0) temos:

OMa (b +c)+OMs (a+c)+OMc(a+b)=R(a+b+c)

+

a.0M, +b.OM, +c.OMc=r (a+b+c)

(OMa+OM, +OM. Ja+b+c)=R+r)(a+b+c)

e finalmente, OMa+ OMp+ OM:=R +r.

Obs. Na convencao estabelecida para os sinais da medida algébrica dos segmentos o sinal (-) é
justificavel para garantir a igualdade que relaciona as medidas das areas conforme ilustramos
abaixo:

(ABC) = (OAC) + (OCB) — (OAB) e dai,
r@+b+c)= aOMa +bOM, - cOM.

Bem, de posse do teorema de Carnot vamos agora provar a nossa joia rara! Vejamos: Primeiro
perceba que qualquer triangularizagdo de n-agono com diagonais desse poligono gera n-2
triangulos. Vamos assumir que os triangulos sdo numerados de 1 a (n — 2). Seja n a medida do

raio da circunferéncia inscrita no i—-ésimo tridngulo e para cada triangulo seja
00, =a,0M_ +b,OM_ +c,OM, e dai pelo teorema de Carnot temos que r +R = OMq;.
Calculando a soma desse resultado aplicado a cada triangulo temos:

o+ +..+1,, =00;+003 +...+ 00h. 2 - (n- 2).R

Perceba que a soma OO;1 +00 2 +... +OOn consiste na soma algébrica das perpendiculares
tracadas aos lados do r-agono sdo contadas apenas uma vez (e com sinal positivo) ja as
perpendiculares & diagonais sdo contadas duas vezes (uma com sinal positivo e outra com sinal
negativo) conforme ilustra a figura abaixo:



Assim asoma OQO; +00; +...+00,., corresponde a soma das distancias de O aos lados do
poligono (que é constante)e dai concluimos que r +r, +..+r,_, € constante pois

[+1,+...+1,., = 001+ 002+ +00n 2 + (n - 2).R = constante.
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