Problemas de nivel medio y de olimpiadas 19 (Australia 2004)

Soluciones de Daniel L asaosa M edar de, Pamplona, Espafia

1. Determinar todos los pares (a,b) de niUmer os reales tales que la ecuacion
XX +3x° +ax+b=0

tienetresraicesreales que pueden formar progresién aritmética.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que las raices que estan en progresion
aritmética son m- d, m, m+d. Entonces, por las relaciones de Cardano-Vieta, la sumade
lastresraices, 3m, esigual a- 3, luego m=- 1. Por las mismas relaciones, se tiene que
a=m(m- d)+m(m+d)+(m- d)(m+d)=3m- d* =3- d?;
-b=m(m- d)(m+d)=m(m2- d2) =- (l- dz).
Entonces, se deduce que a=b+2, siendo b£1 pues d®20 (si d=0, b=1, a=3 entonces las
tres raices son iguales a - 1, estando en progresion aritmética de diferencia 0). Siempre

gue a=b+2£3, setiene
O=x3+3x2+(b+2)x+b=(x+1+\/1- b)(x+1)(x+1- V1- b),

estando por lo tanto las tres raices en progresion aritmética de diferencia +/1- b . Luego

los pares (a,b) buscados son todos los (I +2,1 ) paratodo | £1 real.

2. Sea ABC un triangulo equilétero, y D un punto del lado AB, situado entre Ay B.
Sea E un punto sobre AC tal que DE esparaleloaBC. SeaF el punto medio de CD
y G € circuncentro de ADE.

Hallar los angulos del triangulo BFG.

Para la resolucién de este problema se utilizara €l resultado, de sobra conocido, que dice
gue la bisectriz del dngulo desigual de un triangulo isosceles es también la mediatriz del
lado desigual. En un tridngulo equilatero, este resultado es cierto para los tres vértices.
Es obvio que a ser DE paralelaa BC, ADE es equilatero, y BD=CE. Sea entonces H €l
punto donde se encuentran DE y la pardela a AB por C. Luego BCHD es un

paralelogramo, y sus diagonales, CD y BH, se cortan en sus puntos medios, es decir, en



F. Por ser DPHCE=DCBA y CH=BD por construccién, € triangulo HCE es equilétero.
Luego EG es a mismo tiempo mediatriz de AD y bisectriz de DAED, luego es bisectriz
de BDCEH, luego mediatriz de CH. Pero entonces GH=CG=BG, siendo esta ultima
igualdad cierta por ser ABC equilatero y estar G en la bisectriz del angulo BDBAC, luego
en la mediatriz de BC. Por lo tanto, F es € punto medio del lado BH dd tridangulo
BGH, que esisosceles en G. Luego FG es perpendicular a BH, luego a BF, y DBFG es

recto.

Aplicamos ahora €l teorema del coseno al triangulo BAG, en e que € angulo BBAG es

igual ap/6, por ser AG la bisectriz de DBAC:

+ AB? - 2E ABE
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BG® = AG + AB? - 2AG XABcos(DBAG) = ?—22
(%]

2
=AD" | AB?- ADXAB.

Se ha utilizado el hecho de que, en todo triangulo equildtero, e radio de la
circunferencia circunscrita multiplicado por el doble del coseno de p/6 esigual al lado.
Aplicamos ahora € teorema del coseno a triangulo BDH, en e que BDBAG es igua a
2p/3, DPHDA=DEDA=p/3:
BH? = BD?+DH?- 2BD xDH cos(DBDH ) = BD? + AB* + BD xAB
= AD? +3AB - 3ABAD. '
Se ha utilizado que DH=BC=AB, y que AD+BD=AB. Pero F es el punto medio de BH,

luego a ser DBFG recto, setiene que
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Luego BFBG=p/6, y consecuentemente B BGF=p/3.

3. Determinar todos los enter os no negativosmy n tales que
6" +2"+2

esun cuadrado perfecto.

Utilizaremos para la resolucion de este problema € hecho conocido de que todo
cuadrado perfecto da resto 0 o 1 médulo 4, seguin sea el cuadrado de un entero par o
impar, respectivamente. Al mismo tiempo, es trivial comprobar que €l cuadrado de
cualquier nimero daresto 0, 1, 4 0 7 modulo 9, seglin sea & cuadrado de un multiplo de
3, 0 de un nimero que de resto £1, £2 0 +4 modulo 9, respectivamente.

Supongamos que existe alguna solucion con me 2. Entonces, 4 divide a 6™, luego 2"
debe dar resto 2 o0 3 a dividir por 4, y debe ser n=1, con lo que debe ser cuadrado
perfecto 4(96™%+1). Ahora bien, esto es imposible s m=2, luego e nimero entre
paréntesis es un cuadrado perfecto impar que daresto +1 al dividir por 9. Luego existe

un entero positivo a tal que
956™2 +1=(18a+1)’ = 324a® + 36a +1; 223" = 4a(9a’ +1).

Ahora bien, € Ultimo nimero entre paréntesis no puede tener a 3 como factor, luego

3™ 2 divide aa, mientras que 4(9a*+1)3 32a divide a 2™ 2. Pero entonces

3"2 g a<32a£4a(9a2 11) £2m2

gue es absurdo, luego no hay soluciones con nm? 2.

Supongamos ahora que m=1. Entonces, 2" debe dar resto 0 o 1 al dividir por 4. En €
primer caso, 32, y 2"+8=4(2+2"?) debe ser cuadrado perfecto, luego 22 debe dar
reseto 2 o 3 a dividir por 4, y debe ser n=3, en cuyo caso e nimero dado 6+8+2=16,
que es de hecho un cuadrado perfecto. En el segundo caso, debe ser n=0, siendo €l

nimero dado 6+1+2=9, que también es cuadrado perfecto.



Finalmente, sea m=0. Entonces, 2" debe dar resto 1 o 2 a dividir por 4, siendo n=00 1.
El nimero dado es entonces 1+1+2=4, que también es cuadrado perfecto, 0 1+2+2=5,

quenolo es.
L uego todas las soluciones para (m,n) no negativos son (0,0), (1,0) y (1,3).

4. Sea ABCD un paralelogramo. Supongamos que existe un punto P en su interior
tal que

ABP = 2ADP,y DCP = 2DAP.
Demostrar que AP=BP=CP.

Nota: Entiendo que hay una errata en e problema, y € enunciado deberia ser

“Demostrar que AB=BP=CP.” Véase lafigurasiguiente:
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Es obvio que ABCD es un paraelogramo (cuadrado), y e punto interior P es tal que
DBABP=bDDCP=30°, mientras que DPADP=DDAP=15°, con lo que se cumple la hipétesis
del problema. Sin embargo, AP no es igual a BP=CP. Luego el enunciado propuesto
debe contener una errata.  Sin embargo, como se demuestra a continuacion, la tesis
modificada que propongo si se deduce necesariamente de la hipotesis.

Construimos exteriormente a ABCD sobre e lado BC un tridngulo BQC igual a APD.
Obviamente, ABQP y CDPQ son paralelogramos pues por construccion BQ es paralelo
eigua a AP, y CQ es paralelo e igual a PD. Sean ahora O;, O, los puntos donde las



bisectrices de BDABP y DDCP cortan a la recta PQ, y sea O & punto donde la

circunferencia circunscrita al triangulo BCQ corta por segunda vez alarecta PQ.
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Por la hipotesis del enunciado,

bBOQ=DOBA= %DPBA: DADP =HBCQ;

bCO,Q=b0O,CD = %DPCD =DDAP =DCBQ.

Luego O; y O, estén en la circunferencia circunscrita a tridngulo BCQ, y por lo tanto
coinciden con O. Pero ademéas, OPB y OPC son isosceles en P, por ser OP, AB'y CD
paraelas (luego BPOB=DABO y BPOC=bDDCO) y OB, OC las bisectrices de DABP y
DDCP, respectivamente (luego BPBO=DABO y BPCO=bDCO). Luego BP=OP=CP.
Entonces, P es € centro de la circunferencia circunscrita al triangulo OBC, y como
dicha circunferencia también pasa por Q, OP=QP=AB=CD, estas dos Ultimas igualdades
por construccién. Luego AB=BP=CP, g.e.d..
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