Problema 100. Propuesto por K.R.S. Sastry, Bangalore, India.

Un triangulo se llamaheroniano si susladosy area son enteros. Sean un nimero natural dado. Demostrar
queparan= 1, 2, 3, ..., existe al menos un tridngulo heroniano que cumple la siguiente condicién: dosde
sus lados son nUmeros natural es consecutivosy su dreaesigual an veces el perimetro.

Denotemos por Hy el triangulo heroniano que verifica que dos de sus lados son nUmeros naturales
consecutivos y su area esn veces su perimetro.

Expresando en forma de terna los tridngulos, donde las componentes representan las longitudes de los
lados, demostraremos que unatal sucesién (Hp) de tridngulos admite la siguiente expresion general :

H =(4n+1,4n(2n +1),4n(2n+1) +1)," ni n*

En efecto, obviamente, para cada nimero natura n, sus lados son enteros, y dos de ellos son
consecutivos. Ademas, como trivialmente se comprueba, Hy, es un triangul o recténgulo (pitagorico):

{4n(2n+1)+1}*- {4n(2n +1)}* = d4n(2n +1) + 1)} +{4n(2n+ D} gpg 4n(2n+ D) + D} - {4n(2n+ 1} =

8n(2n+1)+1

=gn(2n +1)+1=16n* +8n+1=(4n+17?," ni n*.
Por tanto, el areade H,, es simplemente el semi-producto de sus dos |ados menores (catetos).

Veamos cual eslarelacion entre el areay el perimetro de H,,. Denotando por A, y P, respectivamente, el
areay el perimetro de H,, setiene:

(4n+ D) *an(2n+1)
- 2 _ (dn+Dxn(2n+1) :2n(4n+1)(2n+1):n,,nTN
P, {4n+3 +{4n2n+1D} +{4n(2n+D +1)} 8n@2n+1)+2(2n+1) 2(4n+1L)@2n+1)

|>

*

Para probar la no unicidad en laexpresién de H,,, veamos el siguiente contr agjemplo:

Los triangulos Hz = (13, 84, &), dado por la expresion general aqui presentada, y €l (21, 20, 29), que no
es generado por ésta, ambos son heronianos, verifican las condiciones del enunciado y el érea de cada uno
deellosesel triple del correspondiente perimetro.

Observacion: La expresion general de H, se deduce facilmente de la teoria de las ternas pitagoricas desarrollada en la obra
TERNAS PITAGORICAS. Teoria de las Contracciones Diofantotriadicas. Jeslis Alvarez Lobo. 1SBN: 84-8498-212-2. (No venal).

V eamos una deduccién directapara el término general de H,, . Denotando por ¢, €l cateto impar, setiene;

j H, pitagéricob  ¢Z=2h, +1 i 610
H,=(c,,b,,b,+1)°{ yP bc,=2nci+c,) P b,=2n(c,+1)
f A, =nR P b,c,=2n(2h, +1+ ¢ )p
b cZ=2[2n(c, +1)|p
jc,=4n+1
b ¢- 4nc,- (4n+1)=0P | )
1G=-1 n*
P b,=2n[(4n+1 +1] b b, =4n(2n +1)

P[H,=(4n+14n(2n+1),4n(2n+1)+1)
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