Problema 101 * (propuesto por Abderrahim Ouardini, Burdeos, Francia)
Se considera un triangulo ABC cuyos lados estan ordenados de la manera siguiente:

AB<AC<BC

Sea | el centro de su circulo inscrito, y T el punto de tangencia del circulo inscrito con el lado AC. El
circulo circunscrito al triangulo AIC vuelve a cortar a larecta IT en J.

Demostrar la equivalencia de las dos proposiciones siguientes:

i) La altura desde B (en el triangulo ABC) es igual a TJ.

i) AB, AC y BC estan en progresion aritmética.

Solucion:

Pongamos como es habitual a, b, ¢ para los lados opuestos a A, B, y C respectivamente, r para el

inradio, p para el semiperimetro y [XYZ] el area del triangulo de vértices X, Y, Z.

Con esta notacién la proposicion i) puede formularse BB'=TJ o bien [ABC]=[ACJ] y la

proposicion ii) puede formularse de modo equivalente como 2p =3b.
Tenemos que probar BB'=TJ < 2p=3b.

Primero vamos a calcular TJ en funcién de elementos del triangulo ABC.

Claramente se tiene ACJ = 900—% CAJ = 900—%

Trazamos las perpendiculares a AC por A y C que cortan de nuevo al circuncirculo en A’ y C’
respectivamente determinando el rectangulo ACA’C’ inscrito.
Entonces

eac'=€EAl —€'AJ :900—%—@'&] =90°—%—§=%.

Como los triangulos IBM y C’AC son semejantes:
C C: r —CCt AC |
AC AM p-—b
y de ahi que



TI=TT4T J=CClrer—2 tror[ P L q]-_P"
p-b p-b p-b

pero pr = %b-BB' (ambas expresiones son el area de ABC) y nos queda finalmente

Ty-_DBB
2(p-r)
Supongamos ahora que se cumple i), es decir BB'=TJ ; entonces la expresion anterior queda
_b =1<:>2p—2b=b<:>b=Q
2(p—h) 3

y queda probada la equivalencia de ambas proposiciones.
Nota.. Como la proposicion ii) es claramente invariante por semejanza, los triangulos cuyos lados estén

en progresion aritmética tienen que poder ser caracterizados en términos de sus angulos.
En efecto,

T =AJ cosE C
2 = Al = 2asen3
TJ =BB'=asenC = 2asenEcosE

de modo analogo CJ = 2csen§ y el area de ACJ vale

[ACJ]= 1 AJ-CJ-sen| 90 _B) 2acsenésen£cosE
2 2 2 2 2
por otra parte
[ABC]= lacsenB = acsenEcosE
2 2 2
igualando ambas areas obtenemos la relacion buscada en funcion sélo de los angulos
B A C
sen— =2sen—sen—
2 2 2
Podria enunciarse como un nuevo problema:
Dado un tridangulo ABC con AB < AC < BC probar que las lados estan en progresion aritmética si y

solo si

B A C
Sen— = 2sen—Sen—
2 2
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