Problema 103. Propuesto por José Luis Diaz Barrero. Barcelona. Espafia. Solucion de J. Alvarez Lobo.
Sean aj, ay, ... a, (N >2) n nimeros reales mayores o iguales que 1. Pruébese que

(iim(l+ak>]22nz.

k=1 ak
raN
La desigualdad se verifica para n = 2. En efecto, sean x = a;, y = a,. Definamos la funcién

f(x,y)= [%+%) @+ x)A+y); %, yeld, -).

Obviamente,

k=1 )\ k=1

f(x,y) {“fi](i‘[zm ak)j.

Veamos que f (X, y)>2n =8.

Puesto que f es derivable en todo su dominio de definicidn, los Unicos puntos criticos, si existen, son los
puntos estacionarios (extremos locales o relativos); utilizaremos el vector gradiente de f para detectar
éstos. Se tiene:

L (*=Yy+D (Y =x)(x+1)
X2y ' xy? ’
luego _
\“‘$‘ St ! X —1
vE(x, y)=(o,o>©{ )
‘%}\“0&"’ y=
Ademas,
X 2 2
A oranten-fan=200. Z(le)—(—x Y j _1250,
X y X y x=1y=1

por lo que el punto (1, 1) es un minimo local, que ademas es un minimo
global (absoluto) pues (1, 1) es un punto frontera, y en ésta es el Gnico
punto critico. En efecto, la frontera de f son las trazas de la superficie
f(x, y) sobre los planosy =1y x = 1, es decir las lineas de ecuacion

f(x,1) :(%+1j(1+ X)A+1) = 2(x+%+ 2]; xe[l, —),

f@y) :(1+%j(1+1)(1+ y) = 2[y+%+ 2}; yell —),

y se tiene:

f'(x,1)= 2(1—%} =0 x=1sixe[l, —),

'L y) = 2(1—%} 0o y=1siye[l ).
y
En consecuencia,
f(x,y)>f(11)=8=2n° paran=2.

Es decir, la desigualdad objeto de demostracion se cumple para el
primer valor de n para el que ha sido establecida.

Mediante induccién completa sobre n probaremos que la desigualdad
se verifica para cualquier n > 2.
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Hipétesis de induccién:

[iij(ﬁ(H ak)Jz 2m*,va, eR:a, >1.

k=18 k=1

Se ha de probar, utilizando la hipotesis de induccién, que

[%ij(ﬁ(H ak)J >2(m+1)°.

k=1 k=1
En efecto, ‘
m+1 m+1 1 m 1 m
Z 1_[(1+ak +> = @+a,, )] Ja+a) |=
-1 8, Ani ko1& k=1
1 a
i "‘”H(1+ak)+(1+am+1)(z j[]‘[(uakj
m+1 k=18 k
m m 1 m [©]
>[Ja+a)+2| D= | []@+a)|>
k=1 k=1 )\ k=1
m m ®
>[[@+a)+2-2m* =2m*+ 2m)m+] [1+a,) =
k=1 k=1
m ®
>2m?+4m+]JA+a) =
>2m? +4m+2=2(m? + 2m+1) = 2(m +1)°.
Es decir,
m 1 m+1 1 m+1
(Z—j H(1+ak > 2m? :[Z J H(1+ak >2(m+1)%,
k 1ak 1% k=
y de aqui que

k=1 k

[ZlJ[H(l+a)]>2n vneN:n>2 Va eR:a >1.

Observaciones. En la anterior cadena de desigualdades se ha utilizado:

1+a,,
®a,,,21>0= >L1+a,,, 22

am+1
@ (ZLJ[H(PF ak)] >2m? (hipotesis de induccion).
k=1 k=1
® m=2.

@a 21=>1+a 22, VkeN:k>2.

Generalizacion. La desigualdad propuesta admite la siguiente generalizacion (demostracion analoga):

O] (ZLJ[H(’“%)}ZM”Z’V’L a eR:4,a >1YneN:in>2.

k=1A k=1

Formas equivalentes. Por simples cambios de variable en la anterior, se deducen las desigualdades:

= ZLJ(HM—&OJS—W,W aeR:121a <-1,vneN:n>2

k=18 J\ k-1

O] Zakj(n(/ﬂiDzan,v&, a eR:1>10<a <1LVneN:n>2
k=

k=1 a,

[= Zak][l—[(ﬂ——Ds—Z/lnz,v/i, a,e€R:121-1<3,<0,vneN:nx>2.
a

k
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