Bruno Salgueiro Fanego

Problemas de Nivel Medio y de Olimpiadas (Revista Escolar de la OIM, n° 3):

4.2. Los vértices de un cubo en el sistema tridimensional cartesiano de origen O son:

A(LLl), A(-1-1,-1), B(-111), B'(1,-1,-1), C(~1,-1,1), C'(1,1,-1), D(1,-1,1), D'(-1,1,-1).

El punto O es el centro de la esfera circunscrita al cubo. El punto T no pertencece a esta esfera y
d =OT . Denotamos o = ZATA', p=«BTB’, y=ZCTC', 6= «DTD’.
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=

Probar que tan” o+ tan’p + tan”y + tan” § =

Solucidn:

Si T(x,y,z), utilizando el teorema del coseno en AA'T resulta, al ser A'=S_(A) y OA= NCE
AA? =TA*+TA? —2.TA-TA -cosa, es decir,
12=(x 1P +(y=1P +(z =0 +(x+ 10 +(y + 1P +(z+1F =2 (x=1F +(y =0 +(z =1 (x+ D +(y +1F +(z+ 1 coso
& 12=2d>+6-2yd> = 2(x + y+2)+3/d> + 2(x + y + )+ 3 cosa
& 122207 +6-2(d> +3f —[2(x+ y+ 2)] cosa
2

= COSZ(I: (d _3)2

(d2+3)z—4(x+ y+z)

_ 2 2 _ 2 (*) 2 _
. cos’ e _ 12d* —4(x+y +2) )8d* —8(xy + yz + 2x)

cos” o (d>-3f (d>-3f

O alser (x+y+2)f =x2+y? + 22 +2(xy+ yz+2x) = d> + 2(xy + yz + 2x)

Analogamente se obtiene que
8d? —8(— xy + yz — 2x) 8d* —8(xy — yz - 2x) 8d? —8(— xy — yz + 2x)

2. 25 _
(d2—3)2 , tan"y = (d2—3)z , tan”“ 9 (d2—3)2 ,

igualdades que, sumadas, dan el resultado pedido.

tan’p =
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