Problema 106
Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espafia.

Sean a, b, ¢ tres nUmeros positivos. Demostrar que
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Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Espaiia.
El enunciado tal y como se presenta aqui contiene obviamente una errata, pues tomando

a=b=c=2, setiene que ladesigualdad del enunciado se convierte en
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gue es obviamente falso. Propongo y demuestro dos enunciados alternativos:

Enunciado alternativo 1:

Sean a, b, ¢ tres nUmeros positivos. Demostrar que

® 2 20
o 1 1+b +C T3 3\/:_))

Cﬁw a+1\" a® ¥B 1+ 3 ab

Setiene que
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L uego como
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para demostrar € enunciado alternativo nos bastaria con demostrar que
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Enunciado alter nativo 2:

Sean a, b, ¢ tres nimeros positivos. Demostrar que
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Setiene que
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L uego como
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nos bastaria con demostrar, igual que antes, que

a?+b? +c? 1 Jabc
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Utilicemos ahora la siguiente notacion para las medias cuadréticay geomeétrica de a,b,c:
2 + 2 + 2
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Ahorabien,

(a+1)(b+1)(c+1)=abc+ab+bc+ca+a+b+c+1
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donde se han utilizado la desigualdad del producto escalar, la desigualdad entre medias

aritméticay cuadraticay la desigualdad entre medias geométricay cuadrética. Luego la

desigualdad que implica ambos enunciados alternativos se puede escribir como
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Pero esto es siempre cierto por la desigualdad recién demostrada y la desigualdad entre
medias geométricay cuadratica, ya que
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Luego se cumplen los dos enunciados alternativos propuestos, dandose laigualdad si y
sblo s a=b=c, ya que todas las desigualdades utilizadas en la demostracion se

convierten en igualdades si y sélo si a=b=c.
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