Problema 115
Propuesto por € editor
Un tridngulo estainscrito en la elipse
2
+§ =1,
y tiene su baricentro en € centro de la elipse. Determinar €l lugar geométrico del
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circuncentro del tridngulo.

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Navarra, Espaia.
Dada cualquier elipse de laforma
(x-%)"  (y-w) _,
a’ 2

con Kk positivo, tiene 0, 1 0 2 puntos comunes con la elipse dada, pero nunca més. Esto

es trivial considerando que una misma transformacién de coordenadas convertiria a las
dos elipses en circunferencias, preservando |os puntos de tangencia o coincidencia.
Constriyase entonces unatal elipse con k=3, y siendo (X3,y1) un punto cualquiera de la
elipse dada. Se comprueba trivialmente que (- x1,- y1) s exterior a la elipse construida
pero esta sobre la elipse dada. Sin embargo, (X1,y1) es obviamente interior a la elipse
construida estando también sobre la dada. Luego ambas elipses deben cortarse en
exactamente dos puntos.

Sean ahora (X2,¥2) Y (Xs,y3) dos puntos tales que e tridngulo formado por estos dos
puntos y (Xg,y1) esta inscrito en la elipse dada y tiene su baricentro en €l centro de la

elipse dada. Entonces, han de ser nulaslasumadelos x y lasumadelosy;, luego
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Luego (X2,y2) €s uno de los dos puntos de interseccion de la elipse dada y la construida,
siendo € otro obviamente (x3,y3), pues también debe satisfacer la anterior relacion. Se
concluye entonces que, dado un punto cualquiera de una elipse, existen exactamente
otros dos puntos de la elipse que forman con € primero un triangulo inscrito en la elipse

y cuyo baricentro es el centro delaelipse.



Hallemos ahora dichos puntos, que por lo tanto deben satisfacer las ecuaciones de la

elipse daday la construida:
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Luego sin pérdida de generalidad, podemos tomar
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Notese que cuando (X1,y1) recorre el arco corto entre |os puntos de coordenadas
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entonces (Xz,Y2) Y (Xs,ys) recorren respectivamente |os arcos cortos entre |os puntos
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Luego los tres puntos recorren toda la elipse. Calculamos ahora las mediatrices de los

lados cuyo vértice comin es (x1,y1). Las pendientes seran

%57 % __abxy3¥a’y _a 4abx1y1_(a2y12 +0%°)V3 _ gaixy 7 a3

Yoao ¥ aby3xb’x b b*x” - 3a’y,’ 4p*x? - 3a%h?

Deberan ademés dichas mediatrices pasar por |os puntos medios de dichos lados:
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Por lo tanto, el circuncentro (xo,yo) hade cumplir
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Luego € circuncentro del triangulo esta sobre una elipse cuyo centro coincide con €l de
laelipse daday cuyos semigjes en | as direcciones x e y miden, respectivamente,
‘az_ bz‘ ‘az_ bz‘
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Es decir, es una elipse que se puede obtener a partir de la dada mediante una rotacion de

p/2 arededor de su centro y una homotecia sobre el mismo punto de razon
|a® - 7|
dab
Al recorrer (x1,y1) € arco antes mencionado de la elipse dada, se comprueba

trivialmente que (Xo,Yo) recorre toda la elipse descrita. Luego todo punto de dicha elipse



es € circuncentro de un tridngulo inscrito en la elipse dada en € enunciado, y cuyo

baricentro es el centro de dicha elipse.
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Reciprocamente, dado un punto cualquiera de la elipse que hemos hallado, podemos
resolver la ecuacion cubica en x
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cuyas tres soluciones corresponden a las coordenadas x de los tres vértices de dicho

tridngulo.
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