
 
    
   Problemas de nivel medio e de Olimpiadas (23) 
 
   23.1. Sobre unha semicircunferencia de raio 1, tómanse, nesta orde, os puntos , A B , C , D , E . 
Probar que  

42222 ≤⋅⋅+⋅⋅++++ DECDBCCDBCABDECDBCAB . 
 

 
   Solución de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, España): 
 
Sexan , A′ E ′  os puntos diametralmente opostos da semicircunferencia, nesta orde. Entón 

DECDBCCDBCABDECDBCAB ⋅⋅+⋅⋅++++ 2222  
( )( ) ( EDCDBCEDCDCDBCBABCBA ′⋅⋅+′++⋅⋅′++′≤ 2222
1 )

)
 

( )( ) ( EDCDCAEDCDECBCBABCBA ′⋅⋅′+′++′⋅⋅′++′≤ 2222
2

 
( )( ) ( )EDCDEACEDCDCEABCBABCBA ′⋅⋅′′∠+′++′′∠⋅⋅′++′= cos2cos2 2222
3

 
( ) ( )

42
5

22
4

=′′=′+′= EAECCA  
 
( )1  BAAB ′≤  e EDDE ′≤  (igualdades se e só se AA ≡′ , EE ′≡ ). 
( )2   (igualdade sse ECCD ′≤ EED ′≡≡ ), CABC ′≤  (igualdade sse BAA ≡≡′ ); así, en ( )2  dase  
       a igualdade se e só se BAA ≡≡′ , EED ′≡≡ . 

( )3  
2
π

=′′∠ EAC , por ser un ángulo inscrito nunha semicircunferencia; EACCEA ′′∠−=′′∠
2
π , por  

       ser π  a suma dos ángulos interiores de ECA ′′ ; 
2

cos EC
EA
ECCEA

′
=

′′
′

=′′∠ ,  

      
2

cos CA
EA
CAEAC

′
=

′′
′

=′′∠ . 

( )4  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′′∠+==′′∠−=′∠ EACCEABCA

2
ππ , por ser BCA′∠  inscrito e abarcar o trozo de 

      semicircunferencia que non abarcaba CEA ′′∠ , logo CEABCA ′′∠−=′∠ coscos , co cal 
      o teorema do coseno en  implica que  BCA′ BCABCBABCBACA ′∠⋅′−+′=′ cos2222

     ; CEABCBABCBA ′′∠⋅′++′= cos222

     analogamente, o teorema do coseno en ECD ′  implica que  EDCDCAEDCDEC ′⋅⋅′+′+=′ 222

     . EACEDCDEDCD ′′∠′⋅+′+= cos222

( )5  Teorema de Pitágoras en . ECA ′′
 
E dase a igualdade no enunciado se e só se dá en ( )1  e ( )2 , é dicir, se e só se BAA ≡≡′ , EED ′≡≡ , 
ou sexa, só e cando os puntos tomados son, ó sumo, tres: os extremos da semicircunferencia e C  
un punto calquera da mesma. 
Polo tanto, se os cinco puntos tomados son distintos, dase a desigualdade estrita no enunciado. 
 



 
    
   Problemas de nivel medio e de Olimpiadas (23) 
 
   23.2. Tres círculos iguais, que pasan polo punto P , córtanse mutuamente ademais nos puntos , A
B  e C . Os tres círculos están contidos nun triángulo CBA ′′′  cuxos lados son tanxentes a dous dos 
círculos. Probar que a área do triángulo CBA ′′′  é ao menos  veces a área de . 9 ABC

 
 

   Solución de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, España): 
 
Sexan: , o centro do círculo que pasa por A ′′ P , B  e ; C
            B ′′ , o centro do círculo que pasa por P , C  e ; A
            C , o centro do círculo que pasa por ′′ P ,  e A B ; 
            r , o raio dos círculos. 

( rCPBPAP =′′=′′=′′ ) , logo P  é o circuncentro de CBA ′′′′′′ . 
Ademais, , logo ( rBPAP =′′=′′ ) P  está na mediatriz de BA ′′′′ , rBCAC =′′=′′ , e  tamén está na 
mediatriz de 

C
BA ′′′′ , co cal  é a mediatriz de PC BA ′′′′ . Analogamente,  é a mediatriz de PA CB ′′′′  e 

 é a mediatriz de PB AC ′′′′ . Así, BAPC ′′′′⊥ , CBPA ′′′′⊥  e ACPB ′′′′⊥ . 
Supoñendo que a notación elidida para designar a CBA ′′′  é tal que BABA ′′′′′′ // , CBCB ′′′′′′ //  e 

, resulta que  e ACAC ′′′′′′ // CBA ′′′ CBA ′′′′′′  teñen os lados respectivamente paralelos, tendo polo 
tanto os mesmos ángulos, co cal son semellantes. 
 
Lema 1:  é igual a , e teñen os lados respectivamente paralelos. CBA ′′′′′′ ABC
Proba: 
Verase que BAAB ′′′′  é un paralelogramo, co cal os lados opostos do mesmo serán paralelos e da 
mesma lonxitude; en particular,  e ABBA //′′′′ ABBA =′′′′ ; analogamente se probaría para os outros 
dous pares de lados dos triángulos. 
Como BA ′′  e AB ′′  teñen a mesma lonxitude ( r ), se se proba que son paralelos resultará que o 
cuadrilátero BAAB ′′′′  terá dous lados opostos paralelos e da mesma lonxitude, sendo polo tanto un 
paralelogramo. Para ver que ABBA ′′′′ // , probarase que BA  e BA ′′′′  forman o mesmo ángulo coa 
recta común BA ′′ , é dicir, que os ángulos BBA ′′∠  e ABA ′′′′∠  son suplementarios. 
Sexan  e ACB ′′′′∠=φ ACB ′′′′∠=θ . Como CBA ′′′′  é isóscele con ( )rBACA =′′=′′ , resulta que 

 e, por ser  a suma dos ángulos interiores de θ=′′′′∠ CBA π CBA ′′′′ , que θ2π −=′′′′∠ BAC . Como 
 e  é isóscele, tense que BPAC ⊥′′′′ BPC ′′ AC ′′′′  é a altura desde C ′′  e a bisectriz de  en dito 

triángulo, co cal , de onde 
PCB ′′∠

φ=′′′′∠=′′′′∠ ACBPCA φ2=′′∠ PCB . 
Analogamente,  é a bisectriz de BC ′′′′ ACP ′′∠  en PAC ′′ , logo θ=′′′′∠=′′′′∠ ACBBCP  e, por tanto, 

. Entón θ2=′′∠ ACP θ2φ2 +=′′∠+′′∠=∠ ACPPCBBCA . 
Así,  é un triángulo isóscele con ángulo no vértice igual a BCA ′′ θ2φ2 + , sendo polo tanto os 

outros dous ángulos ( ) ( )
2

θ2φ2π +−
=′′∠=′′∠ ABCCAB . Entón 

θφ
2
π

2
θ2φ2πθ2π −+=

−−
−−=′′∠−′′′′∠=′′∠ ABCBACBBA . 

Pero  (θ=′′′′∠ CBA BCA ′′′′  é isóscele con BACA ′′=′′  e con θ=′′′′∠ ACB ) e  ; como a 
suma dos ángulos interiores de  é igual a , será 

θ=′′′′∠ PBC
CBP ′′′′ π θ2π −=′′′′∠ CPB . Como  é isóscele, 

sendo  un dos seus ángulos iguais, o ángulo no vértice 
ACP ′′′′

φ=′′′′∠ PCA P  será . φ2π −=′′′′∠ APC
Logo ( ) ( ) θ2φ2φ2πθ2ππ2π2 +=−+−−=′′′′∠+′′′′∠−=′′′′∠ APCCPBBPA , sendo así BAP ′′′′  isóscele 
con BPAP ′′=′′  e ángulo no vértice θ2φ2 + , co cal os outros dous ángulos son iguais a 

( ) θφ
2
π

2
θ2φ2π

+−=
+−

=′′′′∠ ABP . 



 

En resumo, θφ
2
π

−+=′′∠ BBA  e θφ
2
π

+−=′′′′∠ ABP ; polo tanto, π=′′′′∠+′′∠ ABPBBA , como se 

quería probar.  
Sexan: 

1A ′′ : a proxección de  sobre A ′′ BA ′′ ; 1B ′′ : a proxección de B ′′  sobre BA ′′ ; 
2B ′′ : a proxección de B ′′  sobre ; CB ′′ 2C ′′ : a proxección de C ′′  sobre CB ′′ ; 
3C ′′ : a proxección de C ′′  sobre ; AC ′′ 3A ′′ : a proxección de A ′′  sobre AC ′′ ; 

CBBCa ′′′′== ; ; ACCAb ′′′′== BAABc ′′′′== ; 
2

cbap ++
= ; 

( )( )( )rACAPotAAAAx ,,31 ′′′=′′′=′′′= ; 21 BBBBy ′′′=′′= ; 

32 CCCCz ′′′=′′′= ; CABCABBAC ′′′∠=′′′′∠=∠=α ; ABCABCCBA ′′′∠=′′′′′′∠=∠=β  e 
. BCAABCCBA ′′′∠=′′′′′′∠=∠=γ

Hai que probar que [ ]
[ ] 9≥

′′′
ABC

CBA , ou equivalentemente, que [ ]
[ ] 9≥

′′′′′′
′′′

CBA
CBA . Se  é a razón de 

semellanza de  a , tense que 

k

CBA ′′′′′′ CBA ′′′ [ ]
[ ]

2k
CBA
CBA

=
′′′′′′
′′′  e que 

ACCBBA
ACCBBA

AC
AC

CB
CB

BA
BAk

′′′′+′′′′+′′′′
′′+′′+′′

=
′′′′
′′

=
′′′′
′′

=
′′′′
′′

=  

( ) ( ) ( )
bac

xbzzayycx
ACCBBA

AAACCCCCCBBBBBBAAA
++

++++++++
=

′′′′+′′′′+′′′′
′′′+′′′′+′′′+′′′+′′′′+′′′+′′′+′′′′+′′′

= 332211  

12 +
++
++

=
cba
zyx , co cal o resultado a demostrar é cbazyx ++≥++ . 

Pero ( )
1

1
1cot

AA
AA

AAA
′′′′
′′′

=′′′′′∠ , é dicir, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
αcotrx ; analogamente, ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
βcotry  e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
γcotrz . 

Ademais, por ser r  o raio do círculo circunscrito a CBA ′′′′′′ , do teorema dos senos dedúcese que 

γsinβsinαsinγsinβsinαsin
2

++
++

====
cbacbar , co cal a desigualdade a verificar pasa a ser: 

( )γsinβsinαsin2
2
γcot

2
βcot

2
αcot ++≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

 

Lema 2: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
γcot

2
βcot

2
αcot

2
γcot

2
βcot

2
αcot . 

Proba: 
Dedúcese de que , pois πγβα =++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
βcot

2
αcot

1

2
γcot

2
αcot

1

2
γcot

2
βcot

1

2
γcot

2
βcot

2
αcot

2
γcot

2
βcot

2
αcot

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
γtan

2
βtan

2
αtan

2
βtan

2
αtan

2
αtan

2
γtan

2
γtan

2
βtan

2
βtan

2
αtan  

( )
1

2
βαtan

2
βαtan

2
βαtan

2
βtan

2
αtan

2
βtan

2
αtan

1
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

 
 



 

( )1  
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
βαtan

1
2
βα

2
πtan

2
γtan ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
βtan

2
αtan1

2
βtan

2
αtan

2
β

2
αtan

2
βαtan . 

Lema 3: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=++

2
γcos

2
βcos

2
αcos4γsinβsinαsin . 

Proba: 
Dedúcese de que , pois πγβα =++

( ) ( )[ ]γβαsinγsinβsinαsinγsinβsinαsin ++−++=++  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
2

γ2βαcos
2
βαsin2

2
βαcos

2
βαsin2  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ++
−

−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ ++
+

−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
2

2
γ2βα

2
βα

sin
2

2
γ2βα

2
βα

sin2
2
βαsin2  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=
2
γcos

2
βcos

2
αcos4

2
α

2
πsin

2
β

2
πsin

2
γ

2
πsin4

2
γβsin

2
γαsin

2
βαsin4 . 

 
Dos lemas 2 e 3 dedúcese que a desigualdade que hai que probar é: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
γcos

2
βcos

2
αcos8

2
γcot

2
βcot

2
αcot , ou a súa equivalente:

8
1

2
γsin

2
βsin

2
αsin ≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

 

Lema 4: ( )( ) ( )( )
ca

apcp −−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
βsin  e ( )( )

ab
bpap −−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
γsin . 

bc
cpbp −−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
αsin , 

Proba: 

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( )( )
bc

cpbp
bc

cpbp
bc

acbacbbc
acb

−−
=

−−
=

++−+
=

−+
+

=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
22

42
2

1

2
αcos1

2
αsin

222

, 

e similarmente para as outras dúas igualdades. 
 

Entón 
8
1

2
γsin

2
βsin

2
αsin ≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⇔

( )( ) ( )( ) ( )( )
8
1

≤
−−−−−−

ab
bpap

ca
apcp

bc
cpbp  

⇔
( ) ( ) ( )

8
1

222

222

≤
−−−

cba
cpbpap

⇔
( )( )( )

8
1

≤
−−−

abc
cpbpap . 

Aplicando a desigualdade das medias xeométrica e aritmética por parellas aos números positivos 
ap − ,  e bp − cp −  (porque , cba +< acb +<  e bac +< ), obtense que  

( )( ) ( ) ( )
22
cbpapbpap =

−+−
≤−− , con igualdade se e só se bpap −=− , é dicir, se e só se ba = ; 

( )( ) ( ) ( )
22
acpbpcpbp =

−+−
≤−− , con igualdade se e só se cb = ; 

( )( ) ( ) ( )
22
bapcpapcp =

−+−
≤−− , con igualdade se e só se ac = . 

Multiplicando membro a membro estas tres desigualdades, chégase a que 

( )( )( )
8

abccpbpap ≤−−− , con igualdade se e só se cba == , ou sexa, se e só se os centros dos tres 

círculos son equidistantes, como se quería probar. 



 
   
    Problemas de nivel medio e de Olimpiadas (23) 
 
   23.3. Considéranse os polinomios ( ) cbxaxxf ++= 2  con coeficientes reais e que verifican 
( ) 1≤xf  para . Achar o máximo valor de 10 ≤≤ x cba ++ . 

 
 
   Solución de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, España): 
 

( ) cf =0 ; cbaf ++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

242
1 ; ( ) cbaf ++=1  implican que 

( ) ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=+

+−=+

2
14042

10

ffba

ffba
, de onde 

( ) ( ) [ ]1,4,311
2
1403 −−=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=

def
fffb , [ ]2,4,2 −=a  e [ ]0,0,1=c . Sexa cbas ++= . 

Ao ser  e ( ) 1≤xf ( ) 1≤− xf  para 10 ≤≤ x , tense que: 
 
Se :  0≤a
   Se :  0≤b
      Se : 0≤c [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) 111,0,00,0,11,4,32,4,2 ≤−=−=−−−−−−=−−−= fcbas ; 
      Se : . 0≥c ( ) ( ) 3112102 =+⋅≤−= ffs
   Se :  0≥b

      Se : 0≤c [ ] 171318163,8,6 =⋅+⋅+⋅≤−−=s  (igualdade se e só se ( ) 10 −=f , 1
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f  e ( ) 11 −=f ); 

      Se : 0≥c 15285 =++≤s . 
 
Se : aparecerán casos simétricos dos anteriores; en efecto: 0≥a
   Se :                    Se :  0≤b 0≥b
      Se : ;              Se 0≤c 15≤s 0≤c : 3≤s ; 
      Se : .               Se : 0≥c 17≤s 0≥c 1≤s .       
 
Por tanto, o máximo valor de s  é 17 , que aparece nun dos dous casos seguintes: 

1)  Cando ,  e , acadándose se e só se 0≤a 0≥b 0≤c ( ) ( ) ( ) ( )13181613
2
1806 −⋅−⋅+−⋅−=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+− fff , 

é dicir, se e só se ( ) 10 −=f , 1
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f  e ( ) 11 −=f , condicións estas que definen un único 

polinomio: . ( ) 188 2 −+−= xxxf
2) Cando ,  e , para o polinomio 0≥a 0≤b 0≥c ( ) 188 2 +−= xxxf . 
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   23.4. Sexa O  o circuncentro do triángulo acutángulo . As rectas , ,  intersecan 
aos lados opostos do triángulo en , ,  respectivamente. Supoñamos que o raio do círculo 
circunscrito a   é t , onde  é un número primo, e que ,  e  teñen lonxitudes 
enteiras. Achar os lados do triángulo . 

ABC AO BO CO
1A 1B 1C

ABC t 1OA 1OB 1OC
ABC

 
 
   Solución de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, España):  
 
Sexan , , , C11 OAa = 11 OBb = 11 OCc = ′  o pé da altura que parte de  en  e  o pé da altura 
que parte de  en . 

C ABC cO
O ABO

Como ,  son semellantes (triángulos rectángulos co mesmo ángulo en ), teñen os 

lados respectivamente proporcionais; en particular, 

1COOc 1CCC ′ 1C

1

1

CC
OC

CC
OOc =

′
. Así, 

[ ]
[ ] 1

1

1

1

2

2
ct

c
CC
OC

CC
OO

CCAB

OOAB

ABC
OAB c

c

+
==

′
=

′⋅

⋅

= ; analogamente, [ ]
[ ] 1

1

at
a

ABC
OBC

+
=  e [ ]

[ ] 1

1

bt
b

ABC
OCA

+
= . 

Entón [ ] [ ] [ ]
[ ] 1

1

1

1

1

11
ct

c
bt

b
at

a
ABC

OABOCAOBC
+

+
+

+
+

=
++

= , de onde 

( )( )( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]1111
2

11111
2

11111
2

1111 batbatcactactbcbtcbtatctbta +++++++++++=+++ ; 
( ) ( ) ( ) ( ) 111111111

2
111111111111

2
111

3 32 cbataccbbatcbacbataccbbatcbat ++++++=+++++++ ; 
( )[ ] 111111111

2 2 cbaaccbbatt =++−  ⇒  t  divide a . 1112 cba
Como  é acutángulo, O  é interior a  e así ABC ABC ta <1 , tb <1 , tc <1 ; polo tanto, ao ser  primo 
maior ca ,  e  e dividir a , resulta que  divide a 2 . Como t  é primo, , co cal  

divide a , deducíndose disto que 

t

1a 1b 1c 1112 cba t 2=t 2

1112 cba
111

1
cba

 é un número enteiro, de onde , sendo 

polo tanto  equilátero. Pero  é o raio do círculo circunscrito ao triángulo equilátero , 

co cal, se , do teorema dos senos en  resulta que 

1111 === cba

ABC 2=t ABC

ABCABCa === ABC ta

⎜
⎝
⎛

2

3
πsin

=
⎟
⎠
⎞

, por ser t  o raio 

do círculo circunscrito a , logo ABC 32=== cba  é a medida de cada un dos lados do triángulo . ABC
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   23.5. Se c  é un enteiro positivo, defínese a sucesión ( )na  mediante 

ca =1 ;     ( )( )11 22
1 −−+=+ nnn accaa     para K,2,1=n  

Demostrar que tódolos  son enteiros positivos. na
 
 
   Solución de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, España):  
 

( ) ( )( ) 2
222

1 11 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=−+ nnn accaa ;  

12 222222
1

2
1 +−−=+− ++ nnnnnn acacacacaa ; 

( ) 012 22
11

2 =−++− ++ caacaa nnnn ; 
( ) ( ) ( )

12
11422 22

1
2

11

⋅

−+⋅⋅−−±−−
= +++ cacaca

a nnn
n ; 

( )( )
2

1122 2
1

2
1 −−±

= ++ nn
n

acca
a ( )( )11 2

1
2

1 −−±= ++ nnn accaa; ; 

o signo +  non é válido, porque nese caso ( )( )( ) 112
2

1
2

1 11 +++++ >≥=−−+= nnnnnn acaaaccaa , o cal é 
contraditorio con que . ( ) nnn acaa >≥+1

Entón ( )( ) ( )121 +++ −−= nnnn caaca11 2
1

2
1 −−−= ++ nnn accaa ; a ; 212 ++ −= nnn acaa ; nnn acaa −= ++ 12 2 . 

 
Probarase agora o resultado, a partir destas consideracións e utilizando indución en : n
1º)   é un enteiro positivo (por hipótese); ca =1 121 222

2 −=−+= ccca  é un enteiro tamén 

positivo porque . 0111212 22
2 >=−⋅≥−= ca

2º) Se  e  e  son enteiros positivos, entón 1≥n na 1+na nnn acaa −= ++ 12 2  é un enteiro (diferenza de 
enteiros) que é positivo porque 02122 112 >=−≥−⋅⋅≥−= +++ nnnnnnnn aaaaaacaa . 
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