Problemas de nivel medio e de Olimpiadas (23)

23.1. Sobre unha semicircunferencia de raio 1, tomanse, nesta orde, os puntos A, B, C, D, E.
Probar que
AB? +BC? +CD? + DE* + AB-BC-CD +BC-CD-DE<4.

Solucion de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafia):
Sexan A’, E' os puntos diametralmente opostos da semicircunferencia, nesta orde. Enton
AB’ +BC’+CD’ + DE” + AB-BC-CD +BC-CD-DE
U)
<(A'B>+BC2+A'B-BC-CD)+(CD? + DE" + BC-CD - DE')
(2) p2 2 ' ' 2 2 ’ ’
<|AB°+BC“+A'B-BC-CE')+|CD“+DE'"+ A'C-CD-DE
&)
~(A'B? +BC? + AB-BC - 2cos ZAE'C)+ (CD? + DE" +2cos ZCA'E’-CD - DE')

(4) 5

(5)
=AC*+CE?=AE"? =4

(1) AB<A'B e DE<DE' (igualdades se e sose A'=A, E=E’).
(2) CD < CE’ (igualdade sse D=E =E'), BC < A'C (igualdade sse A'= A=B); asi, en (2) dase
aigualdadeseesose AA=A=B, D=E=E'.

(3) ZCAE' = % , por ser un angulo inscrito nunha semicircunferencia; ZA'E'C = % — ZCA'E’, por

ser 7 a suma dos angulos interiores de A'CE’; cos ZA'E'C = % = CTE ,
cos ZCA'E' = AC = AC
A'E’ 2

(4) ~ABC=n-ZAEC= (: g + LCA’E’j , por ser ZA'BC inscrito e abarcar o trozo de

semicircunferencia que non abarcaba Z/A'E'C, logo cos ZA'BC = —cos LZA'E'C, co cal
o teorema do coseno en A'BC implica que A'C* = A'B* + BC?> —2A'B-BC cos ZA'BC
_ A'B? +BC? + 2A'B- BC cos ZAE'C :
analogamente, o teorema do coseno en CDE’ implica que CE'> =CD* + DE'> + A'C-CD - DE’
=CD? + DE'* +2CD - DE'cos ZCA'E’.
(5) Teorema de Pitagoras en A'CE’.

E dase a igualdade no enunciado se e so se da en (l) e (2), ¢ dicir,seesdse A=A=B, D=E=FE’',
ou sexa, s6 e cando os puntos tomados son, 6 sumo, tres: os extremos da semicircunferencia e C

un punto calquera da mesma.
Polo tanto, se os cinco puntos tomados son distintos, dase a desigualdade estrita no enunciado.
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23.2. Tres circulos iguais, que pasan polo punto P, cértanse mutuamente ademais nos puntos A,
B e C. Os tres circulos estan contidos nun tridngulo A'B'C’" cuxos lados son tanxentes a dous dos
circulos. Probar que a area do triangulo A'B'C’ ¢ ao menos 9 veces a area de ABC.

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espana):

Sexan: A", o centro do circulo que pasa por P, B e C;

B”, o centro do circulo que pasapor P, C ¢ A;

C", o centro do circulo que pasa por P, A ¢ B;

r, o raio dos circulos.
PA"=PB"=PC"(=r), logo P é o circuncentro de A"B"C".
Ademais, PA" = PB”(= r) , logo P estd na mediatrizde A"B”, CA"=CB"=r,e C tamén estd na
mediatriz de A"B", co cal PC ¢ a mediatriz de A"B". Analogamente, PA ¢ a mediatriz de B"C" e
PB ¢ a mediatriz de C"A". Asi, PC L A'"B", PALB"C" ¢ PB LC"A".
Supofiendo que a notacion elidida para designar a A'B'C’ ¢ tal que A'B’'// A"B”, B'C'//B"C" e
C'A’//C"A", resulta que A'B'C' e A"B"C" tefien os lados respectivamente paralelos, tendo polo
tanto os mesmos angulos, co cal son semellantes.

Lema 1: A"B"C" ¢ igual a ABC, e tefien os lados respectivamente paralelos.

Proba:

Verase que ABA"B” ¢ un paralelogramo, co cal os lados opostos do mesmo serdn paralelos e da
mesma lonxitude; en particular, A"B"// AB e A"B" = AB; analogamente se probaria para os outros
dous pares de lados dos triangulos.

Como AB” e BA” tefien a mesma lonxitude (r ), se se proba que son paralelos resultara que o
cuadrilatero ABA"B” tera dous lados opostos paralelos e da mesma lonxitude, sendo polo tanto un
paralelogramo. Para ver que AB"//BA”, probarase que BA e A"B” forman o mesmo angulo coa
recta comun AB”, ¢ dicir, que os angulos Z/BAB" e ZAB"A" son suplementarios.

Sexan ¢=/BC"A" ¢ §=/B"C"A. Como AB"C" éisdscele con AC"=AB"(=r), resulta que
ZAB"C" =0 e, por ser = a suma dos angulos interiores de AB"C", que ZCA"B"=n—26. Como
C'A" L BP e C"BP ¢ isoscele, tense que C"A” ¢ a altura desde C” e a bisectriz de ZBC"P en dito
triangulo, co cal ZA"C"P=~/BC"A"=¢, de onde ZBC"P =2¢.

Analogamente, C'B" ¢ a bisectriz de Z/PC"A en C"PA, logo ZPC"B"=/B"C"A=0 e, por tanto,
/PC"A=26.Enton /BCA=~/BC"P+ /PC"A=2¢ +260.

Asi, AC'B ¢ un tridngulo iséscele con dngulo no vértice igual a 2¢ + 26, sendo polo tanto os

n— (20 +20)

outros dous angulos (Z/ABC" =)/C"AB = . Enton

/BAB" = /C"AB" — /C"AB =1 — 20 —%“’_29 =§
Pero ZAB"C"=6 (AC"B" ¢ isdscele con AC"=AB” e con /B"C"A=60)e ZC"B"P=0;como a
suma dos angulos interiores de PB"C" ¢ igual a n, serd ZB"PC"=n—26. Como PC"A" ¢ isoscele,

sendo ZA"C"P = ¢ un dos seus angulos iguais, o angulo no vértice P serd L/C"PA"=n—2¢.
Logo ZA"PB"=2n—(£B"PC" + ZC"PA")=2n—(n—20 + m—2¢)=2¢ + 260, sendo asi PA"B" isoscele
con PA"=PB" e angulo no vértice 2¢ + 26, co cal os outros dous dngulos son iguais a

20+20) =

spgrar 2= (20+26) —Z_g+0.
2 2

+0—-0.



En resumo, ZBAB” :g+ 0—6 ¢ ZPB"A" =§— ¢ + 0 ; polo tanto, Z/BAB" + Z/PB"A" =7, como se

queria probar.

Sexan:

Al : aproxeccion de A" sobre A'B’; B/ : a proxeccion de B” sobre A'B’;

B): a proxeccion de B” sobre B'C'; CJ: a proxeccion de C" sobre B'C’;

CJ :aproxeccion de C” sobre C'A"; A: aproxeccion de A" sobre C'A’;
at+b+c

a=BC=B"C"; b=CA=C"A"; c=AB=A"B"; p= ——5——,

x= A'A7 = A= /Pot(A.C(A".1))); y=B'B/ =B'B!;
2=C'C=C'C!; a=/BAC = Z/B'AC" = /B'NC'; p= LCBA= LC'B'A"= LC'B'A’ ¢
y=ZCBA=ZC'B"A"= ZACB'.

Hai que probar que [aBC] >9, ou equivalentemente, que M >9.Se k éarazon de
[ABC] [A!r B"C l!]
semellanza de A"B"C" a A'B'C’, tense que % k? e que

_AB' BC' CA  AB+BC'+CA
A”B” B”C” C”A” A”B”+ B”C”+C”A”
_(A'A]+ A'B"+B/B')+(B'B; + B"C"+C5C')+(C'C; +C"A"+ AJA')  Xx+C+y+y+a+z+2+b+x

A"B"+B"C"+C"A" c+a+b

X+Yy+2
a+b+c

=2 +1, co cal o resultado a demostrar é x+y+z>a+b+c.

Tpn

A'A ..
Pero cot(ZA/A'A")=——1 ¢ dicir, x=r cot(g) ; analogamente, y=r cot(Ej ez=r Co{lj'
AA! 2 2 2

Ademais, por ser r o raio do circulo circunscrito a A"B"C”, do teorema dos senos deducese que

a b c a+b+c . .
2hr=——=——=—— =— - ——, co cal a desigualdade a verificar pasa a ser:
sino. sinf siny sina+sinp+siny

cot(%j + cot( 2] + cot[ ;j 2(s1n o+ sin f + sin y)

Lema 2: cot(gj + cot(Ej + cot[lj = cot(gj cot[Ej cot[lj .
2 2 2 2 2 2

Proba:

Dedtcese de que a+f +vy=m, pois

ol
[oals)  oli)es) (o) (e

)
4%J J+()G%m@m@ﬂ%%%9+%
“{3

J
Jro5) o)

N\Q
NlQ N |




N ™

tan| = |+ tan
(1) tan(%) = tan(g _v er BJ _ tan(; er Bj ; tan(“ er BJ - tan(% + %j = - tgigzj tan[(gjj :

Lema 3: sina+sinp +siny =4 cos[%j cos(%} cos(%j .

Proba:
Dedtcese de que a+p +vy=m, pois
sina +sinf +siny =(sina+sin[3)+ [siny —sin(a+[3+ y)]

=2 sin( @t BJCOS( *- Bj -2 sin[Q—HSJ cos[wj
2 2 2 2

a—B+a+B+2y - a+P+2y

=2sin oa+p —2sin 2 2 sin 2 2
2 2 2

=—4 sin(a—wj sin[a—”j sin(— Mj =4 sin[E - 1] sin(E - E){— sin(E - Eﬂ =4 cos(gj COS[E) cos(lj .
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Dos lemas 2 e 3 dedtcese que a desigualdade que hai que probar é:

cot(gJ cot[Ej cot(lj >8 COS(EJ cos(Ej cos(lj , OU a sua equivalente: sin(g) sin(E) sin(lj <
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Lema 4: sin[E :‘/—ip—b Xp—c) , sin B ,—(p—c Xp-a) e sinl ¥ |= /(p—a}(p—b).

2 bc 2 ca 2 ab

Proba:

o | —

b? +c?-a’

N e N R

e similarmente para as outras daas igualdades.

Entén Smgjm(gjm(zj%@ \/(p—b)(p—C)\/(D—C)(p—a)\/(p—a)(p—b)S

2 bc ca

@\/(p—a)z(p—b)z(p—C)z <

1 (p-afp-bfp-c)_1
a’b’c’ 8 abc 8
Aplicando a desigualdade das medias xeométrica e aritmética por parellas aos nimeros positivos
p-a, p—-be p-c (porque a<b+c, b<c+a e c<a+b), obtense que

w/ip—aip—bis(p_a)Jr(p_b):E,coni,g.gualdadeseesc')se p—-a=p-b,édicir,seesdse a=bh;

2 2
(p—b)(p—c)s(p_b);(p_C)zg,conigualdadeseesc') seb=c;
J(p-clp-a)< (p_C);(p_a)zg,conigualdade seesdse C=a.

Multiplicando membro a membro estas tres desigualdades, chégase a que

abc . . ‘
(p-a)p-b)p- C)S?, con igualdade se e s6 se a=b=c, ou sexa, se e sO se os centros dos tres

circulos son equidistantes, como se queria probar.
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23.3. Considéranse os polinomios f(x)=ax? +bx+c con coeficientes reais e que verifican
| f(x)} <1 para 0<x<1. Achar o méximo valor de [a|+ || +|c] .

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafa):

D oa b a+b=—1(0)+ f(1)
f(0)=c; f[ij=2+5+c; f(1)=a+b+c implican que a+2b:_4f(o)+4f[1j,deonde

b=—3f(0)+4f(%j—lf(1)d= [-34-1], a=[2-4,2] e c=[1,0,0]. Sexa s = [a] +|b|+|c|.

ef

Aoser f(x)<1e - f(x)<1 para 0<x<1, tense que:

Se a<0:
Se b<0:
Se c<0:s=-a-bh-c=-[2-42]-[-34-1]-[10,0]=[0,0-1]=-f[1)<1;
Se c>0:s=2f(0)- f(1)<2-1+1=3.
Se b>0:
Sec<0:s=[-68-3]<6-1+8-1+3-1=17 (igualdade se e s6 se f(0)=-1, f(%jzl e f(1)=-1);

Sec>0:s<5+8+2=15.

Se a>0: apareceran casos simétricos dos anteriores; en efecto:

Se b<0: Se b>0:
Se ¢c<0: s<15; Se c<0:s<3;
Sec>0: s<17. Sec>0:s<1.

Por tanto, 0o maximo valor de s é 17, que aparece nun dos dous casos seguintes:
1) Cando a<0, b>0 e c<0, acadandose se e so se —6f(0)+8fGJ—S]‘(1)=—6-(—1)+8.1—3.(—1),
é dicir, see s6 se (0)=-1, f(%j =1 e f(1)=-1, condicions estas que definen un Unico

polinomio: f(x)=-8x? +8x -1.
2) Cando a>0, b<0 e ¢>0, para o polinomio f(x)=8x?-8x+1.
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23.4. Sexa O o circuncentro do triangulo acutangulo ABC. As rectas AO, BO, CO intersecan
aos lados opostos do tridngulo en A, B,, C, respectivamente. Supofiamos que o raio do circulo

circunscrito a ABC ¢ t, onde t ¢ un niimero primo, € que OA,, OB, e OC, tefien lonxitudes
enteiras. Achar os lados do tridngulo ABC.

Solucion de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafia):

Sexan a, =0A,, b, =0B,, ¢, =0C,, C’ o pé da altura que parte de C en ABC e O, o pé da altura

que parte de O en ABO.
Como 00.C,, CC'C, son semellantes (triangulos rectangulos co mesmo angulo en C,), tefien os

: o . 0o, OcC, , .

lados respectivamente proporcionais; en particular, = . Asi,
cCc’'  cc,
AB - 00,

[oAB] > 90, _0C, | & osamente, [oBC]_ a [0CA]_ b
[ABC] AB-CC’' CC' CC, t+c, [ABC] t+a, [ABC| t+b,

2
EnténIZ[OBC]+[OCA]+[OAB]: a_ b ¢ de onde

[ABC] t+a, t+b, t+c

(a, +t)b, +t)c, +t)=a1[t2 +(b, +cl)t+blcl]+ bl[t2 +(c, +a1)t+c1a1]+ cl[t2 +(a, +b1)t+a1b1];

t* +(a, +b, +¢, t* +(ab, +bc, +ca k+abc, =(a +b, +c, t* +2(ab, +b,c, +c,a, )t +3abc,;

t[t2 —(a,b, +b,c, +clal)]=2alblcl = t divide a 2a,bc, .

Como ABC ¢ acutangulo, O ¢ interior a ABC e asi a, <t, b, <t, ¢, <t; polo tanto, ao ser t primo
maior ca a,, b, e ¢, e dividir a 2a,b,c,, resulta que t divide a 2. Como t ¢ primo, t=2, co cal 2

divide a 2a,b,c,, deducindose disto que ¢ un nimero enteiro, de onde a, =b, =c¢, =1, sendo

abc,
polo tanto ABC equildtero. Pero t =2 ¢ o raio do circulo circunscrito ao triangulo equilatero ABC,

_a
(T
sin| —

)

do circulo circunscrito a ABC , logo a=b=c =243 éamedida de cada un dos lados do tridngulo ABC .

co cal, se a=BC =CA= AB, do teorema dos senos en ABC resulta que =2t, por ser t oraio
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23.5. Se ¢ € un enteiro positivo, definese a sucesion (a, ) mediante

a,=c; a,,=ca, +c’-1fa?-1) paran=12,...

Demostrar que todolos a, son enteiros positivos.

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafia):

2
TR SN o o

2,2 2,2 2 2 .
2ca,,,a, +c°a, =c“a, —-c” —a; +1;

_(_ 2Can+1)i \/(_ 2Can+1)2 -4-1. (ari-l +Cz _1) .
2-1 ’

2ca, ., + 2:/[c? —1)a?,, 1)
. 2 2 .
a, = > ; a, =can+1iwlic —1ian+1—1i,

2 f—
n+1

a

a’ —2ca,,a, + (a§+1 +c? —1)=O; a, =

0 signo + non é valido, porque nese caso a, =ca,,, ++/|c* -1laZ, -1)(=a,,,)>ca,,, >a,,,, 0 cal é

contraditorio con que a,.,(>ca,)>a,.
2

A 2 . . .
Enton a, =Ca,; —+/C -1 Ana -1 v 8y =08, — (an+2 - Can+l)7 a, = 2Can+1 —Qy0, Q0 = 2CanJrl —a,.
Probarase agora o resultado, a partir destas consideracions e utilizando inducion en n:
1°) a, =c é un enteiro positivo (por hipdtese); a, =c? +‘c2 —ﬂ =2¢? —1 € un enteiro tamén
positivo porque a, =2c* -1>2-1* -1=1>0.
2°)Se n>1 e a, e a,,; Son enteiros positivos, enton a,,, =2ca,; —a, é un enteiro (diferenza de
enteiros) que é positivo porque a,,, =2ca,,, -a,>2-1-a,,, —a, >2a, —-a, =a, >0.
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