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POLINOMIOS SIMETRICOS
Carlos A. Gomes, UFRN, Natal/RN.

* Nivel Intermediario

Uma ferramenta bastante util na resolucéo de problemas algébricos de fatoracdo, na
resolugdo de sistemas de equacdes néo lineares, na resolucdo de algumas equacdes
irracionais sdo as funcfes polinomiais simétricas, que apesar de seu grande poder
algébrico séo pouco divulgadas entre os nossos alunos. A finalidade deste breve artigo é
exibir de modo sucinto como estas ferramentas podem ser Uteis na resolugdo de alguns
problemas olimpicos.
[.Polinbmios Simétricos

Um polinbmio f, a duas variaveis X, y, € dito simétrico quando f (x, y) = f (y, x) para
todos os valores x, Y.

Exemplos:

a) o;=X+ye 0,=X.Y, sdo evidentemente polindbmios simétricos (chamados
polindmios simétricos elementares).

b) Os polindmios da forma S, = x" +y", com n N também s&o simétricos. Um fato
importante a ser observado € que um polindmio simétrico f (x, y) pode ser
representado como um polinémio em funcdo de ¢, e 0,. Vejamos:

SeS,=x"+y", n N, (n = 2), entdo:
Sa=xX"+y" = (x+y) (X" +y") —xy (X"F+y"®) = 01.S01-02.Sn2(n 2 2)
Mas,

So=x0+y’=1+1=2
Si=x*+y'=x+y=o0,

Assim temos que:

80:2

Si=01

82: 0'1.81—0'2.502 O;. 01—02.2: 012—202
S3=0:,.5,-0,.S,=0,(0,°-20,)— 0,.0,=0,-30,. 0,

E dai usando a lei de recorréncia S, = 01 Sp1 — 02 Sz (n = 2) podemos determinar
S, em funcdo de o0, e 0, para qualquer nimero natural n.

Agora para garantirmos a afirmacado anterior que todo polinémio simétrico f (x, y) pode
ser representado como um polindmio em o1 e 0, observemos o seguinte fato:

Num polinémio simétrico f (x, y) para os termos da forma a . x* . y* n&o temos
nenhum problema pois a . x* . y*=a (x . y)* = a . ¢,*. Agora com os termos da forma



b.x'.yX com i < k devemos observar o seguinte fato: Como, por hipotese, f (x, y) €
simétrico se b . x' . y¥, com i < k estiver presente em f (x, y) temos que b . x* . y' também
deve estar presente em f (X, y), visto que deve ser satisfeita a condicéo f (x, y) = f (y, X).
Assim se agruparmos os termos b . x' . y*+ b . x“.y' (i < k) temos que:
b.x'.y¥+b.x.y =b . x .y (x*"+y*)=b. 0,'. S,

mas como jA mostramos anteriormente S,; pode ser escrito como um polinbmio em o4 e
O, poisk—i N, visto quei<Kk.

II.LExemplos Resolvidos

01.(Funcgdes simétricas elementares a 3 variaveis)

Definido:

O1=Xty+z

O,=Xy +XZ+yz

03=X.Y.Z

S,=x"+y"+z" comn N.(h=2)

Mostre que:

a)Sh=01.501—02.S,2+03.S,3(n=3,comn N)

b) 83 = 013— 30102 + 303

Resolucéo:

Observe inicialmente que:

Xn + yn + Zn — (X + y + Z) (Xn»l + yn—l + Zn-l) _ (xy + X7 + yz) (Xn—2 + yn-2 + Zn—2) + XyZ (Xn-3 + yn-3 + Zn-S)

e dai temos que:
Sn=Ol.Sn_l—Og.Sn_2+03.Sn_3(n23,C0mn N)
Agora temos que:
So=x"+y’+2°=1+1+1=3
Si;=x+y+z=0,
S, =X +y+22=(x+y+2) -2 ((xy+xz+yz)= 0,20,

Agora fazendo n = 3 temos na lei de recorréncia Sy, = 0;.Sp1— 02.Sp2+ 03. Sy
temos que:

S3: 01.52—02.51"‘ 03.80: 01(012—202)—02. 0, + 03.3
S;3=0,"-30,. 0,+303



02.
a) Fatore x°® +y®+ z° — 3xyz

Resolucéo:

Essa velha e manjada questdo continua ainda hoje pegando alguns bons
professores e alunos. A sua solugéo pelos métodos tradicionais envolve uma boa dose de
atencao e de paciéncia para aplicar velhos “truques” de fatoracdo, por outro lado ela é
imediata usando os polinbmios simétricos. Vejamos:

XX+y+72°—3xyz=S;-3. 03

Mas de acordo com a questdo anterior Sz = 0.° - 30,0, + 305 e dai temos que
83— 303 = 013— 30102. Assim:

x> +y3+z° - 38xyz=S;-30;3=
:013—30102:
=0,(0,°-30,) =
=[(x +y +2)° — 3 (xy + Xz +yz)]
=(x+y+2) (C+Yy ++2°—xy— Xz —yz)

Obs. (para os mais curiosos): Na RPM 41, pag.38 existe uma bela resolucdo desse
problema usando um determinante.

b) Usando a fatoracdo obtida em (a), verifigue a famosa desigualdade das médias
+b+ .
aritmética e geométrica. Se a, b, ¢ R, entdo Yabc < * e a igualdade ocorre, se,

e somente se,a=b =c.
De fato, em (a) verificamos que
Xy + 28 -3xyz = (x+y +27) (C+ Y+ 22 =Xy — X2 - y2).
Vamos mostrar inicialmente que se X, Y, Z S0 nUmeros reais positivos entao:

(X+y+2).(C+y* +7Z2—xy-xy—-yz) = 0
De fato,

X+ Y2+ 22Xy —XZ+yz = %(2x2+2y2+222—2xy—2xz—22y)

= %(xz-2xy+y2+x2—2xz+22+y2—2yz+22)
= % [(x-y)? + (x-2)? + (y-z)?] = 0 (Soma de quadrados)
Ora, como estamos supondo X, Yy, z reais positivos temos que x +y + z =2 0 e dai
(x+y+2)(x*+y*+2°—xy—xz —yz) = 0 (pois é o produto de fatores > 0). Assim temos
que:
XC+y + 22 —3xyz=(x+y+2) (C+y +22—xy—xz-yz) 2 0
e dai



X3 4y + 28

Axyz < X3+y*+ 722 xyz < 3

fazendo x* = a, y® = b e Z* = ¢ temos que:
e dai

Com a igualdade ocorrendo se e somente se a = b = ¢, pois em (x +y + z).(* + y* + z° —
Xy — Xz —yz) = 0 a igualdade ocorre apenas quando x =y = z, visto que X +y + z > 0,
uma vez que X, Y, z S0 nimeros reais positivos e além disso,

(X*+y*+2°—xy—xz-yz) = %[(X-y)2+(X—Z)2+(y—2)2]=0 = XTy=z

:03. Fatore (x +y + 2)* — (3 + y* + 2°)

Resolucgéo:

(x+y+2z)’ = (+y*+2°)=0,°- S,

Mas, no exemplo anterior vimos que S; = 0,°-30,0, + 303 e dai

x+y+2°-(C+y’ +2%) = 0,°-(0,°-80,0,+30y)
=3.(0,0,— 03)
=3. [(x+y +2) (xy + Xz + yz) — xyz]
= 3.(x%y + X?z+ Xyz+ Xy* + Xyz+ Y’z + Xyz+ XzZ2 + yz° — Xyz)
=3. [xy(x+y)+xz(x+y)+yz(y+2z)+xz(y+2)]
=3. [(X +y)xy +x2) + (y + 2)(yz + x2)]
=3. [(x+y). x(y+2)+(y+2).z(x+y)]
=3. (x+Y)y +2)(x + 2)

04. Se x; e X, S80 as raizes da equagéo x* — 6x + 1 = 0 determine o valor de x;° + X5,
Resolucéo:

Fazendo S, =x"+x,",n N, queremos determinar Ss = X;° + X,°

Temos que:

0O1=X1+X2=6

O2=X1.X=1
So:X10+X2021+1:2
S1=X1+X%X =6
Sh=01.Sn1—02.Sh2=6 Spn1—Sn2



e dai

S,=6.5,-S,=6.6-2=34
S;=6.S5,-S,=6.34-6=198
S,=6.S;-S,=6.198-34=1.154
85:684—S3=61154—198=6726
Assim x;° + x,° = 6.726

04. Determine todas as solucdes reais do sistema
X+y+z=1
X2+y + 28 +xyz=x*+y*+z2* +1

De acordo com o sistema acima temos que:
o, =1
! ,ondeS, =x"+y"+z".n N

S;+0;,=S,+1

Mas, S;= 0,°-30,0,+303eS,= 0,"—40,%0,+20,° + 40,. 03 (verifique isto!)
e dai

S;+03=S,+1 0,°-30,0,+303+03=0,"—40,°0,+20,°+40,05+1
Como o, = 1 temos que:

1-30,+403=1-40,+20,"+403+1 20,°-0,+1=0
Como, A= (-1)>-4.2.1=-7<0, concluimos que existem raizes reais.

Uma outra aplicacdo interessante dos polinbmios simétricos pode ser encontrada na
resolugcdo de algumas equacgdes irracionais. Vejamos:

05.Determine todas as raizes reais da equacao abaixo:
Y272-x+¥x =6

Resolucéo:
Fazendo *vx =y e*J272-x = z temos que

+2=6
x=y'e272-x=2 4y .
y*+z" =272
e agora lembrandoque: o, =y+ze o,=y.zeS,=y"+z",comn N
0,=6 0,=6
S,=272 o,"-40,°0,+20,° =272

Logo, 6% —4 .6% 0,+20,° =272 0,°-720,+512=0 0,=640u0,=8
y+z=6

Assim, se 0, =64
y.z =64

N&o existem solucdes reais.



y+z=6
Por outro lado, se 0,=8 8 y=2ez=40uz=2ey=4
y.z=
Assim concluimos que:
y=2 x=16
y=4 x=256

Logo as raizes reais da equacao séo 16 e 256.
lll. Problemas:

01. Se a, Bey sdo as raizes da equacdo x° + 3x* — 7x + 1 = 0. Determine o valor de
a®+ B3+ yi+ at+ Bt +y?

Xx+y=a
02.Mostre que se o sistema x? +y? = b tem solucdo, entdo a*—3ab +2c =0
X3 + y3 =c

03. X, y, z sd0 numeros reais tais que X +y + z = 5 e yz + zx + xy = 3. Verifigue que

—lsst.
3

04. Se x +y + z =0, verifique que, paran =0, 1, 2, ... vale a relagao:

Xn+3 + yn+3 + Zn+3 - XyZ (Xn + yn + Zn) + %(XZ + y2 + 22)(Xn+1 + yn+l + Zn+l)

05. Determine as raizes reais da equagéo /33 - x + 3x =3.

06. Verifique que:

X+y+2°—(y+zx°-(x+z-y)’—(x+y—2)°=24xyz.
07. Dados a, b e ¢ nimeros reais positivos tais que log, b +log, ¢ +log, a = 0,determine o
valor de (log, b)’ + (log, ¢)’ + (log, a)’.
08. Se a, B e y sdo numeros complexos tais que a+B+y=1, a’®+B*+y*=3 e
a® +p* +y3 =7, determine o valor de a?! +p* +y*,

Referéncias:
[1] Barbeau, E. J., Polynomials — Problems books in Mathematics — Springer Verlag.

[2] Engel, Arthur , Problem-Solving Strategies — Springer Verlag.
[3] www.obm.org.br, Mathematical Excalibur.
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LOS LIBROS DE LA OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATI-
CAS (IMO)
Francisco Bellot Rosado

Como es conocido, en 2008 la Olimpiada Internacional de Matematicas (IMO
en lo sucesivo) se celebrard en Espaila, concretamente en Granada. Qu.iza sea
interesante recordar a los lectores de la Revista Escolar de la OIM los libros que
se han publicado hasta este momento, conteniendo los problemas propuestos en
el concurso y, en algunos casos, los propuestos al Jurado Internacional (la "lista
corta", en la jerga de la IMO).

Es claro que cada Comité Organizador de la IMO ha publicado el folleto
con los problemas propuestos al Jurado; pero esta publicacién siempre tiene
una circulacién restringida y no suele estar al alcance del ptblico. En este caso
nos proponemos comentar los libros que, hasta donde nosotros sabemos, se han
publicado sobre esta materia.

Tal vez los dos primeros, cronolégicamente hablando, sean los publicados en
1976:

D.Gerll, G.Girard: Les Olympiades internationales de mathématiques; Ha-
chette, 1976; reeditado en 1994 por Ed. Jacques Gabay.

E.A.Morozova, I.S.Petrakov, V.A. Skvortzov: Mejdunarodnie matem-
aticeskie Olimpiadii, Mosct, Provescenie, 1976 (en ruso).

El libro de Gerll y Girard tiene resueltos los problemas de la IMO entre 1967
y 1975; los enunciados de los propuestos entre 1959 y 1966; y un cierto niimero
de otros problemas, tanto de la "lista corta" como de Olimpiadas de algunos
paises.

Por su parte, el libro de Morozova, que se puede descargar gratuitamente
de la direcciéon de Internet http://ilib.mccme.ru, incluye las soluciones de los
problemas de la lista corta y de otras olimpiadas, entre 1959 y 1976. En los
paises del Este, el libro siempre se consideré un clasico.

En 1978 aparecié en inglés el libro de Samuel L. Greitzer International
Mathematical Olympiads 1959-1977, publicado por la Mathematical Association
of America (de él se hizo una traduccioén al espanol, en La Tortuga de Aquiles).
Tenfa la ventaja de estar escrito en inglés, pero solamente inclufa los proble-
mas propuestos en la competicién. Tuvo un éxito considerable, y Murray S.
Klamkin escribié International Mathematical Olympiads 1979-1985 and forty
supplementary problems, en 1986, publicado también por la M.A.A.

En 1981, Dimitrios Kontogiannis publicé en griego su primer tomo de
Matematikes Olimpiades, comprendiendo las 19 primeras olimpiadas Interna-
cionales. De cada problema propuesto se ofrecen casi siempre varias soluciones,
y extensiones y generalizaciones extraordinariamente interesantes. A mi enten-
der, junto con el libro rumano de Cuculescu (del que tengo un ejemplar, pre-
cisamente regalado por Kontogiannis en 1988), que comentaré a continuacion,
es uno de los libros més completos sobre las primeras IMOs.

En 1984, Ion Cuculescu publicé en la Editura Tehnica de Bucarest su
Olimpiadele internationale de matematica ale elevilor, comprendiendo las IMOs
de 1973 a 1982. Ademads de las soluciones "oficiales" comentadas, se describen



en esta obra unica en su género los reglamentos y costumbres de la IMO, los
resultados, las discusiones sobre la eleccién o rechazo de los problemas, algu-
nas soluciones destacadas de los propios alumnos participantes, y los criterios
empleados por los coordinadores durante la correccién y puntuacion.

En 1988, las Editions du Choix publicaron Olympiades Internationales de
mathématiques, por J.P.Boudine, F.LoJacomo y R. Cuculiére, que com-
prende los problemas propuestos entre 1988 y 1977 . En este libro no sélo se da
la solucién de cada problema, sino que se indica el camino que conduce a ésta.
Es un excelente ejemplo de como se deben exponer las soluciones a los alumnos.
Es lastima que no haya tenido continuacién.

En 2001, Anthem Press publicé International Mathematical Olympiad 1959-
1999, del profesor hingaro Istvan Reiman (premio Paul Erdés, junto con quien
esto escribe, de la World Federation of National Mathematics Competitions del
ano 2000). La versién previa hingara de este libro tuvo un extraordinario éxito
en su pafs, nada extrano si se tiene en cuenta que los concursos de mateméaticas
son centenarios en Hungria.

En 2003, el polaco Marcin E. Kuczma publicé International Mathematical
Olympiads 1986-1999, editado por la M.A.A. Este libro es mds que la simple
continuacién de los escritos por Greitzer y Klamkin, ya comentados. En efecto,
las soluciones de Marcin tienen siempre un punto de originalidad que hace que
uno aprecie nuevos e interesantes puntos de vista, por conocido que pueda pare-
cer un problema. Ademds, varios de los problemas propuestos en la IMO son
originales suyos, lo cual anade atractivo al libro.

Hace apenas unos meses que se ha publicado, en la colecciéon Problem books
in Mathematics, de Springer, The IMO Compendium. A collection of problems
suggested for the IM0:1959-2004, compilado por cuatro profesores serbios, an-
tiguos concursantes en la Olimpiada Internacional: Dushan Djukic, Vladimir
Jankovic, Ivan Matic y Nikola Petrovic. Incluye los problemas propuestos
(con soluciones), los de la lista corta (con sluciones) y los enunciados de la "lista
larga", cuando les ha sido posible conseguirlos. Es propésito de los autores pub-
licar también las soluciones de estos ultimos, quizd en una préxima edicién o
como publicacién independiente. En total hay 1900 enunciados, de los que 864
estan resueltos.

En el momento de escribir este comentario todavia no ha llegado a mis
manos el libro sobre la IMO del profesor rumano Mircea Becheanu, pero
espero conseguirlo pronto...

Valladolid, mayo 2006

Francisco Bellot Rosado



Problemas para os mais novos (23)

23.2. Demostrar que, para n=2, se verifica

”gl[ﬁ]: n(n —125(4n +1) |

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafia):
A:grupando 0s sumandos que tefien a mesma parte enteira, resulta:
5 - Gl el 2] - val el [e] - )
(o]« [ao]« i+ Va2« [is] + [via ]+ |vis)
R U g i Y 4 8 ) et e ) R

b o Jm-1f + Jm-1P+1 + Jm-1f 2 4ok Jm-1P+2m-4 + J(m-1P+2m-3 + Jmi-1 +o

+ Jh-17 + J(-17+1 + J(n-12+2 + Vn2-2n+4 + JnP-2n+5 4+ Jn2-2n+(2n-2) + Yn?-1

+1+2)+(2+2+2+2+2)+(3+3+3+3+3+3+3)+(4+4+4+4+4+4+4+4+4)

ot (m-1)+ (m-1)+ -+ (m-2)+ -+ (0 -2)+ (1-2)+ -+ (1-2))

31+52+7 3+9 4+ +(m-2)+(m-1)+--+(m-2)+--+(n-2)+(n-2)+---+(n-1)

(2_ 1+1) 1+(2 2+1)_2+(2 3_+1) 3+(2 4+1) 4+ +(2 (m-2)+2) (m-1)+--+(2 (n-1)+2) (n-2)
:le(Z m+1) m=2lem2+lem=2(n_1)((n_1)+1)(2(n_1)+1)+1+(2_1) (n—l)

6

mnmn + 1

n (n—l)

- ) n(n —1)(4n +1) .

(2 (2n-1)+3)=




Problemas para los més jévenes (24)

Presentamos tres problemas de la clase VII (12-13 anos de edad) propuestos
en marzo de 2006 en la fase municipal (Bucarest) de la Olimpiada rumana.

24.1. Demostrar que para todo nimero natural n > 1, el nimero

)

donde la cifra 1 aparece n veces, y la cifra 4 aparece 2n veces, es irracional.

24.2. Un conjunto M de cuatro nimeros naturales se dice ligado, si para
todo elemento x € M, al menos uno de los nimeros z — 1 y x + 1 pertenece a
M.

Sea U, el nimero de subconjuntos ligados del conjunto {1,2,...,n}.

a) Calcular Us.

b) Determinar el menor nimero n tal que U,, > 2006.

24.3. Se considera el tridngulo isésceles ABC con AB = AC. Sea D el
punto medio del lado BC, M el punto medio del segmento AD y N el pie de la
perpendicular trazada desde D a BM. Demostrar que ANC' = 90°.



Problemas de nivel medio e de Olimpiadas (23)

23.1. Sobre unha semicircunferencia de raio 1, tomanse, nesta orde, os puntos A, B, C, D, E.

Probar que
AB? +BC?+CD?>+DE?+AB BC CD+BC CD DE<4.

Solucion de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafia):

Sexan A’, E' os puntos diametralmente opostos da semicircunferencia, nesta orde. Enton
AB’ +BC” +CD’ +DE’ + AB BC CD+BC CD DE

(1)

<(A'B2+BC? + A'B BC CD)+(CD* +DE™ +BC CD DE')

(2)

<(AB?+BC?+AB BC CE')+(cD? +DE? + AC CD DE')

(3)

=(A'B2 +BC? + A'B BC 2cos A'E'C)+(CD? + DE™ +2cos CA'E’ CD DE')
(4) (s)

= AC?+CE?=AE? =4

(1) AB<A'B ¢ DE<DE’ (igualdades seesose A'= A, E=E").

(2) CD < CE' (igualdade sse D=E =E"), BC < A'C (igualdade sse A'= A=B); asi, en (2) dase
aigualdadeseesése AA=A=B, D=E=E’.

(3) CA'E'= g , por ser un angulo inscrito nunha semicircunferencia; A'E'C = g - CA'E’, por

ser 77 a suma dos angulos interiores de A'CE’; cos A'E'C = ;’IIEE' = Cf ,
cos CA'E'= AC = AC
AE" 2

(4) ABC=n- AEC= = g + CA'E’ ,porser A'BC inscrito e abarcar o trozo de

semicircunferencia que non abarcaba A'E'C, logo cos A'BC =-cos A'E'C, co cal
o teorema do coseno en A'BC implica que A'C* = A'B*> + BC?> -2A'B BCcos A'BC
= A'B? +BC? +2AB BCcos AE'C:
analogamente, o teorema do coseno en CDE’ implica que CE'> =CD* + DE"> + A'C CD DE’
=CD?*+DE" +2CD DE’cos CAE'.
(5) Teorema de Pitigoras en A'CE’.

E dase a igualdade no enunciado se e s6 se daen (1) e (2), é dicir, see sose A=A=B, D=E=E’,
ou sexa, s6 e cando os puntos tomados son, 6 sumo, tres: os extremos da semicircunferencia e C

un punto calquera da mesma.
Polo tanto, se os cinco puntos tomados son distintos, dase a desigualdade estrita no enunciado.
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23.2. Tres circulos iguais, que pasan polo punto P, cértanse mutuamente ademais nos puntos A,
B e C. Os tres circulos estan contidos nun tridngulo A'B'C" cuxos lados son tanxentes a dous dos
circulos. Probar que a area do triangulo A'B'C’ ¢ ao menos 9 veces a area de ABC.

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espana):

Sexan: A", o centro do circulo que pasa por P, B e C;

B”, o centro do circulo que pasapor P, C ¢ A;

C", o centro do circulo que pasa por P, A ¢ B;

r, o raio dos circulos.
PA"=PB"=PC"(=r), logo P ¢ o circuncentro de A"B"C".
Ademais, PA" = PB"(: r) , logo P estd na mediatrizde A"B", CA"=CB"=r,e C tamén estd na
mediatriz de A"B”, co cal PC ¢ a mediatriz de A"B". Analogamente, PA ¢ a mediatriz de B"C" e
PB ¢ a mediatrizde C"A". Asi, PC  A"B", PA B"C" e PB C"A".
Supofiendo que a notacion elidida para designar a A'B'C" ¢ tal que A'B'// A"B", B'C'//B"C" e
C'A’//C"A", resulta que A'B'C' e A"B"C”" tefien os lados respectivamente paralelos, tendo polo
tanto os mesmos angulos, co cal son semellantes.

Lema 1: A"B"C" ¢ igual a ABC, e tefien os lados respectivamente paralelos.

Proba:

Verase que ABA"B” ¢ un paralelogramo, co cal os lados opostos do mesmo serdn paralelos e da
mesma lonxitude; en particular, A"B"// AB e A"B" = AB; analogamente se probaria para os outros
dous pares de lados dos triangulos.

Como AB" e BA” tefien a mesma lonxitude (r ), se se proba que son paralelos resultara que o
cuadrilatero ABA"B” tera dous lados opostos paralelos e da mesma lonxitude, sendo polo tanto un
paralelogramo. Para ver que AB"//BA", probarase que BA e A"B”" forman o mesmo angulo coa
recta comun AB”, ¢ dicir, que os angulos BAB” e AB"A" son suplementarios.

Sexan g= BC"A" ¢ 6= B"C"A.Como AB"C" ¢ isoscele con AC”"=AB"(=r), resulta que
AB"C" =0 e, por ser = a suma dos angulos interiores de AB"C", que CA"B"=x-20.Como
C"A" BP e C"BP ¢ isoscele, tense que C"A" ¢ a altura desde C”" e a bisectrizde BC"P en dito

triangulo, cocal A"C'"P= BC"A"=¢,deonde BC"P=2¢.

Analogamente, C"B” ¢ a bisectrizde PC"A en C"PA,logo PC"B"= B"C"A=0 e, por tanto,
PC'A=20.Enton BCA= BC"P+ PC"'A=2¢p+20.

Asi, AC"B ¢ un tridngulo iséscele con dngulo no vértice igual a 2¢ + 26, sendo polo tanto os

outros dous angulos ( ABC" =) C"AB:M.Ent()n
BAB"= C"AB"- C"AB:n—ze—%‘P_zezgw—e.

Pero AB"C"=6 (AC"B" ¢isdscele con AC"=AB" econ B"C"'A=6)e C"B"P=6;como a
suma dos angulos interiores de PB"C" ¢ igual a n, serd B"PC"=n-260.Como PC"A" ¢ isoscele,
sendo A"C"P = ¢ un dos seus angulos iguais, o angulo no vértice P serd C"PA"=xn-2¢.
Logo A'PB"=2n-( B"PC"+ C"PA")=2n-(n-20+m-2¢)=2¢+20,sendo asi PA"B" isoscele
con PA"=PB”" e angulo no vértice 2¢ + 26, co cal os outros dous dngulos son iguais a

pprar=1720%20)
2 2



En resumo, BAB"=§+(p—ee PB"A”=§—(p+9;p010tanto, BAB"+ PB"A" =7, como se

queria probar.

Sexan:

Al : aproxeccion de A" sobre A'B’; B/ : a proxeccion de B” sobre A'B’;
B): a proxeccion de B” sobre B'C’; CJ: a proxeccion de C" sobre B'C’;
CJ :aproxeccion de C" sobre C'A"; A: aproxeccion de A" sobre C'A’;
_atb+c

a=BC=B"C"; b=CA=C"A"; c=AB=A"B"; p ,

x= A'A”= A'AT(= JPot(A.CA"1))); y=B'B] =B'B!;
7=C'CJ=C'C!; a= BAC= B'AC"= B'A'C’;p= CBA= C'B'A"= CBA’c
y= CBA= C'B'A"= ACB'.

Hai que probar que [A BC ] >9, ou equivalentemente, que [A:, B"C"] >9.Se k éarazon de
|ABC| A"B"C
npr~n I [A,B,C’] 2
semellanza de A"B"C" a A'B'C’, tense que [m =k e que

_AB' _B'C' _CA_ AB'+BC'+CA’
A'B" B"C" C'A" A"B"+B"C"+C"A"
_(A'AT+ A"B"+B/B')+(B'B] + B"C"+CIC')+(C'CI+C"A"+ AIA") _x+c+y+y+a+z+z+b+x

A'"B"+B"C"+C"A" c+a+bh
X+y+z
a+b+c

=2 +1, co cal o resultado a demostrar é x+y+z=a+b+c.

ranm

Pero cot( ATA'A")= A L édicir, x=rcot % ; analogamente, y =r cot % e z=rcot % .

LN

1
Ademais, por ser r o raio do circulo circunscrito a A"B"C”, do teorema dos senos deducese que

a b c atb+c . .
Ar=——=—=——=— - ——, co cal a desigualdade a verificar pasa a ser:
sino sinf siny sina+sinf+siny
B Y

o . . .
cot 5 + cot 5 + cot 5 22(s1n(x+s1n[3+smy).

Lema 2: cot i + cot E + cot X = cot i cot E cot Y .
2 2 2 2 2 2
Proba:
Dedtcese de que o+ +vy=m, pois
cot d + cot E + cot ¥
1 1 1
= + +
cot @ cot E cot ¥ cot E cot ¥ cot @ cot ¥ cot i cot E
2 2 2 2 2 2 2 2 2
= tan E tan E + tan E tan l + tan l tan E = tan 2 tan E + tan E + tan E tan l
2 2 2 2 2 2
+
tan “ + tan E tan a B
0 q B 2 2 2
=tan — tan — + = =1
2 2 a+p o+p
tan tan

[\
[\S]



B

o)
tan — +tan —
2 2

+ +
(1) fan ~ =tan = -2 P ! ; tan atp = tan g+E =
2 2 2 a+p 2 2 o B
tan l-tan — tan —
2 2
Lema 3: sina +sinf +siny =4cos 2 cos P cos ~ .
2 2 2
Proba:
Dedtcese de que o+ +vy=m, pois
sina+sin[3+siny=(sina+sin[3)+[siny—sin(a+[3+y)]
+ - + +B+
=2sin & p cos 2 P - 2sin P cosm
2 2 2
(1—[3+(1+B+2y a-B o+p+2y
+
=2sin & b - 2sin —2 2 sin —2 2
2 2
= —4sin o+p sin oty sin By =—4sin = -2 sin z P —sin =-2 =4c0s L cos & cos - .
2 2 2 2 2 2 2 2

Dos lemas 2 e 3 dedtcese que a desigualdade que hai que probar é:

B Y B Y B

o o , . R A Y
cot — cot — cot — =8cos — cos — cos — ,Ouasuaequivalente:sin — sin = sin ~ <
2 2 2 2 2 2 2

Lemad: sin & = [(=BNp=c) o B _ [(p=c)p-a) . v _ [(p-a)fp-b)
- 2 bc 2 ca 2 ab

Proba:

o | —

b? +c?-a’

- cosa 1+7¢ +c)-aflb+c)+a - -c - -c
sin 2 = ! : :\/ 22b :\/[(b ) 4£[£b ) ]:\/Z(p ZI)OZC(p ):\/(p bg((:p ).

e similarmente para as outras daas igualdades.

(p-b)(p-C)\/(p-C)(p-a)\/(p-a)(p-b) L
8

bc ca ab
- \/(p —a)(p-b)P(p-c) _1 _ (p-a)p-b)fp-c)_1
a’b’c’ 8 abc ~ 8
Aplicando a desigualdade das medias xeométrica e aritmética por parellas aos nimeros positivos
p-a, p-be p-c (porque a<b+c,b<c+a e c<a+b), obtense que

w/ip—aﬂp—bis(p_a)-lz-(p_b)=£,coni,g.gualdadeseesc')se p-a=p-b,¢édicir,seesdse a=bh;

WS(P-W;(D—C):
ms(p—C);(p—aL

Multiplicando membro a membro estas tres desigualdades, chégase a que

Enton sin i sin E sin ¥ Sl - \/
2 2 2 8

, con igualdadese e so se b=c;

,con igualdade see s se c=a.

N[T o N

abc . . ‘
(p-a)(p-b)p- C)S?, con igualdade se e s6 se a=b=c, ou sexa, se e sO se os centros dos tres

circulos son equidistantes, como se queria probar.
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23.3. Considéranse os polinomios f(x)=ax? +bx +c con coeficientes reais e que verifican
|(x) <1 para 0<x<1. Achar o maximo valor de |a| + |o| +|c| .

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafa):

a+b=-1(0)+ f(1)
1 , deonde

¥ a+2b=-4f(0)+4f -

f(0)=c; f % = +c; f()=a+b+c implican que

NI
N | T

b=-3f(0)+4f % —1f(1)d=f[— 34,-1], a=[2-4,2] e c=[1,0,0]. Sexa s =[a| +|b| +|c|.

Aoser f(x)<1e - f(x)<1 para 0<x<1, tense que:
Se a<0:
Se b<0:
Se c<0:s=-a-b-c=-[2-4,2]-[-34-1]-[10,0]=[0,0-1]=-f{1)<1;
Se c¢20:s5=2f(0)- f(1)<2 1+1=3.
Se b=0:

Sec<0:s=[-68-3]<6 1+8 1+3 1=17 (igualdade see sé se f(0)=-1, f % =1e f(1)=-1);
Sec=0:s<5+8+2=15.

Se a=>0: apareceran casos simétricos dos anteriores; en efecto:

Se b<0: Se b=0:
Se c<0: s<15; Sec<0:s<3;
Sec>0: s<17. Sec=>0:s<1.

Por tanto, 0o maximo valor de s é 17, que aparece nun dos dous casos seguintes:

1) Cando a<0, b=0 e c<0, acadandose se e s se —6f(0)+8f % -3f(1)=-6 (-1)+8 1-3 (-1),

1

é dicir, seesd se f(0)=-1, f 5 7le f ()= -1, condicions estas que definen un Gnico

polinomio: f(x)=-8x?+8x-1.
2) Cando a=0, b<0 e ¢=0, para o polinomio f(x)=8x?-8x+1.
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23.4. Sexa O o circuncentro do triangulo acutangulo ABC. As rectas AO, BO, CO intersecan
aos lados opostos do tridngulo en A, B,, C, respectivamente. Supofiamos que o raio do circulo

circunscrito a ABC ¢ t, onde t ¢ un niimero primo, € que OA,, OB, e OC, tefien lonxitudes
enteiras. Achar os lados do tridngulo ABC.

Solucion de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafia):

Sexan a, =0OA,, b, =0B,, ¢, =0C,, C' o pé da altura que parte de C en ABC e O, o pé da altura

que parte de O en ABO.
Como 00.C,, CC'C, son semellantes (triangulos rectangulos co mesmo angulo en C,), tefien os

lados respectivamente proporcionais; en particular, OOC, - 96, . Asi,
cc' cc,
one] "5 osc]_ s, ocA
o]~ 5, 00, _OC, _ ¢ OBC]_ & OCA] _ b,
[ABC] AB CC’ ~cc’ cc, t+c, + analogamente, [aBC] t+a, ° [ABC] t+b,
2
Enton 1= 1OBCl*[0CAl+[0AB] _ &, | b o
[ABC] t+a, t+b t+c,’

(al +t)(b1 + t)(cl +t): all_t2 + (bl + C1)[ + b101J+ bll_t2 + (C1 + al)t + C131J+ C1|_'[2 + (al + bl)t + a1b1J;

t3 + (al + bl + Cl)t2 + (albl + blCI + Clal)[ + alblcl = (al + bl + Cl)t2 + 2(albl + blcl + Clal)t + 3a'lblcl;

th* - (b, +b,c, +c,a)|=2abc,  t divide a 2ajyc,.

Como ABC ¢ acutangulo, O ¢ interior a ABC e asi a, <t, b, <t, ¢, <t; polo tanto, ao ser t primo
maior ca a,, b, e ¢, e dividir a 2a,b,c,, resulta que t divide a 2. Como t ¢ primo, t=2, co cal 2

divide a 2a,b,c,, deducindose disto que ¢ un nimero enteiro, de onde a, =b, =¢, =1, sendo

abc,
polo tanto ABC equildtero. Pero t =2 ¢ o raio do circulo circunscrito ao triangulo equilatero ABC,

co cal, se a=BC =CA= AB, do teorema dos senos en ABC resulta que =2t, por ser t oraio

sin —
3

do circulo circunscrito a ABC , logo a=b =c =243 éamedida de cada un dos lados do tridngulo ABC .
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23.5. Se ¢ é un enteiro positivo, definese a sucesion (a,) mediante
a,=c; a, =ca, +ylc*-1fa?-1) paran=12,...
Demostrar que todolos a, son enteiros positivos.

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Espafia):

2
(a,., —ca, )’ = ylc2-1fa? -1) ;

a%,, - 2ca,,a, +c’a’ =c’a’ -c’-a’+1;

B (_ 2Can+1)i \/(_ 2Can+1)2 -41 (ar?+l +c? _1) .

a’-2ca,,a, + (arf+l +c? —1)=O; a, =

21
2ca, ,, * 24‘02 —1Ra2+ —1i
a, =—1 > 7 5 =ca,, 42 -2, -1);

0 signo + non é valido, porque nese caso a, =ca,,; + Jicz —1Xa§+1 —1i(= a,,,)2ca,, >a,,,ocalé
contraditorio con que a,,,(>ca,)>a, .

4 - 2 2 . — . _ . -
Enton a, =ca,,, —(c2 -1fa2, -1); a, =ca,., — (a,., ~Cay,); a8, =28, ~a,.,; 8,y =208, — 4, .

Probarase agora o resultado, a partir destas consideracions e utilizando inducion en n:

1°) a, =c é un enteiro positivo (por hipdtese); a, =c? + ‘cz —4 =2c? -1 é un enteiro tamén
positivo porque a, =2c* -1=2 1* -1=1>0.

2°)Se n>1 e a, e a,,; Son enteiros positivos, enton a,,, = 2ca,,; — a, é un enteiro (diferenza de
enteiros) que é positivo porque a,,, =2ca,,; -a,22 1 a,,, —a,=2a, -a, =a, >0.
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Problema 1
Sea P(x) un polinomio con coeficientes enteros. Demostrar que si existe un entero k

tal que ninguno de los enteros P(1),P(2),...,P(k) es divisible por k, entonces P(x)
no tiene raices enteras.

Problema 2

Las dimensiones de un paralelepipedo de madera son enteras. Pintamos toda su
superficie (las seis caras), lo cortamos en cubos de una unidad de arista y observamos
que exactamente la mitad de los pequefios cubos no tienen ninguna cara pintada. Probar
que el numero de paralelepipedos con tal propiedad es finito.

(Puede resultar util tener en cuenta que i/g =0,79..<0.8).

Problema 3

ABC es un tridngulo isésceles con AB = AC. Sea P un punto cualquiera de la
circunferencia tangente a los lados ABen By a AC en C.

Llamamos a, b y ¢ a las distancias desde P a los lados BC, AC y AB respectivamente.
Probar que:

a’=b-c

No esta permitido el uso de
calculadoras. Cada problema se
puntta sobre 7 puntos. E1 tiempo
de cada sesion es de 3,5 horas.
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