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Calcular la suma
∞∑

n=1

n

(
(−1)n+1 + Fn−1Fn+1

22n

)
siendo Fn el n−ésimo número de Fibonacci definido por F0 = 0, F1 = 1
y para todo n ≥ 2, Fn = Fn−1 + Fn−2.

Solución por el autor de la propuesta

Teniendo en cuenta la identitdad de Cassini: Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n

(puede probarse fácilmente por inducción) la suma propuesta puede
escribirse en la forma

∞∑
n=1

nF 2
n

22n
(1)

Para sumar (1) necesitamos probar que

∞∑
n=0

F 2
nxn =

x(1− x)

1− 2x− 2x2 + x3
, |x| < 3−

√
5

2
(2)

En efecto, supongamos que

∞∑
n=0

anx
n =

x(1− x)

1− 2x− 2x2 + x3
,

entonces
∞∑

n=0

an(1− 2x− 2x2 + x3)xn = x(1− x).

Igualando ceoficients de potencias d eigual grado, resulta a0 = 0, a1 =
a2 = 1, y an = 2an−1 + 2an−2 − an−3, para n ≥ 3. Puesto que,

F 2
n = (Fn−1 + Fn−2)

2

= 2F 2
n−1 + 2F 2

n−2 − (Fn−1 − Fn−2)
2

= 2F 2
n−1 + 2F 2

n−2 − F 2
n−3,

entonces an = F 2
n satisface la recurrencia precedente y las tres condi-

ciones iniciales. Además las ŕıces de la cúbica 1−2x−2x2+x3 = 0 son
−1, 3+

√
5

2
y 3−

√
5

2
con lo que la serie (2) converge cuando |x| < 3−

√
5

2
.
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Ahora para obtener (1) aplicamos el operador x d
dx

a ambos lados de
(2) y resulta

∞∑
n=0

nF 2
nxn =

x(1− 2x + 4x2 − 2x3 + x4)

(1 + x)2(1− 3x + x2)2
.

Finalmente, haciendo x = 1
4

en la expresión precedente, obtenemos

∞∑
n=1

nF 2
n

22n
=

148

125

y hemos terminado.
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