Problemas para os mais novos (REOIM, n° 24)

24.1. Demostrar que para todo namero natural n>1, o nimero

V11444

onde a cifra 1 aparece n veces, ¢ a cifra 4 aparece 2n veces, € irracional.

Solucion de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo; Espafia)

Denotarase como 1,4, (que indica que primeiro aparece a cifra 1, que se repite n veces e que

despois vén a cifra 4, que se repite 2n veces) o radicando do enunciado, e andlogas notacidns
para outros numeros que apareceran na seguinte solucion:

.., 2
Proposicion 1: 1.4, = (10n +2) 1,
Demostracion:
Atendendo & escritura en base 10 do radicando e 4 féormula da suma de varios termos dunha

progresion xeométrica, a que X° +3x* —4=(x+2)’-(x-1) eaque 10" -1=10, -1=9, =9-1,
resulta que
14, =4+4-10' +4-10> +...+4-10°"" +1-10°" +1-10°"" +1-10°" + ... +1-10°""
2n-1 3n-1 2n
4. 107 1021 107 -10-10 =l-(1o3“+4-102“—102”—4):1-[(10”)3+3-(10”)2—4]
10-1 10-1 9 9

_ (10" +2) -é-(lO” —1)=(10" +2) -1,.

Corolario 1: /1,4,, éirracional se e s6 se 4/1, ¢ irracional.

Demostracion:

Pola proposicion 1, 4/1,4,, = \/(10” +2)2 1, = (10” +2)-\/ﬁ; como 10" +2 éracional e 0

produto dun racional por outro nimero real ¢ irracional se e sO se dito nimero o €, esta probado
este corolario 1.

Proposicién 2: 1, non ¢é un cadrado perfecto.
Demostracion:
Por reducién ao absurdo: Se existise m natural tal que 1, =m?*, dividindo m entre 4 teranse un

cociente C eunresto I talesque m=4-c+rere {0,1,2,3}. Asi,
4c’, se r=0
4c'+1, se r=1
4c'+1)=4c", se r=2
4c'+2)+1=4c"+1, se r=3
1, =1 (méd 4) (se r éimpar).

Por tanto, 1, = ,logo 1, =0 (m(')d 4) (se ré par) ou

Pero iso contradi o feitode que 1, =1, ,08+3=4-27 ,+3=3 (m()d 4), contradicion que proba
esta proposicion 2.



Corolario 2: /1, ¢ irracional.

Demostracion:

., . , r , .
Por reducion ao absurdo: Se /1, fose racional, enton /1, = S para alglins naturais r e S,

podendo supoiierse ademais que (r, S) =1 sen mais que factorizar r e S e simplificar o maximo de
factores primos do numerador e denominador da fraccion /1, .
2
, r 2 2 . 2
Asi, 1, =—,logo s -1, =r",cocal 1, dividea r-.
S

Sexa 1, = p;" - p5* -...- p¢* a factorizacion de 1, en produto de primos p;, con a; naturais,

a; > 0. Pola proposicion 2, non pode ocorrer que todolos a; sexan multiplos de 2 (pois nese caso
2

1L=ph-ps-..-p=pf-pl. p :(pl‘ phe Ek) , un cadrado perfecto), logo

algun dos a;, sexa este o , non ¢ multiplo de 2.

Como 1, dividea r* e 1, = p/" - p3> -...- p*, con p, primos, tense que tédolos p,” dividen a

r*; en particular, p;: “ tamén, logo p;, dividea r’ e polo tanto p;, divide a r. Desto ultimo e do

feito de que p; ¢ primo, deducese que p; ¢ un dos factores na factorizacion de r en produto de

primos, co cal existen v, e t naturais, sendo y; >0 o expofiente que lle corresponde ao primo

p;, en tal factorizacion, con r = p;: “ .1, cumprindose por tanto tamén que (t, p;, ): 1. Ademais,

L, =P Pyt PL° - Py dividea r? = p;y“’ -t?, con p; primos, logo a; <2y, ;como a;

non ¢ multiplo de 2, desta desigualdade deducese que a; <2y, .

. o a 2y;
Enton s - p/* - p3* -...- p° <. kk(:sz-ln:rz)z o2

lo

co cal, dividindo entre pi(z “ os dous membros da igualdade, obtense que

2 o o 0y —1 0 +1 o 2Yig ~ %y 2 :
S R N UNCTEN RN A O -1 ecomo 2y; —a; >0, resulta que o primo
SR TR T 2 o o 0, 1 0, +1 o . , . . .
p;, debera dividira s*-p;" - py* ... P - PYy c---0 P ; a0 ser todolos p;, con I #1,, primos

diferentes do p; , s0 queda a posibilidade de que p; divida ao natural s do produto anterior;
polo tanto, p; debe dividira s.

Polo tanto, p; dividea r e p; dividea s, cocal p; debe dividir ao maximo comun divisor de r
e s, que ¢ 1. Pero esto ultimo ¢ imposible, porque p; ¢ un nimero primo. Esta contradicion

finaliza a demostracion deste corolario 2, que era o que se pedia probar.

Nota: Unha demostracion similar a esta vale para probar que, dados U e Vv naturais tales que v
non sexa unha U —potencia dun nimero natural, o nimero YV ¢ irracional.
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