Problema 135
Propuesto por el editor
Demostrar que cx’—ax+b es un divisor comun de ax’—bx*+c y bx’—cx+a si divide a uno

de estos dos polinomios.

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Espaiia.

Nota: existen ciertos casos patologicos, segin que ciertas combinaciones de los
coeficientes sean nulos o no, para los que el resultado a demostrar es falso; en una
primera parte, asumiremos que todos los coeficientes son no nulos, y en una segunda,
analizaremos los casos en los que algun coeficiente es nulo, para identificar los casos
patolégicos.

Sean pues todos los coeficientes no nulos. Entonces, podemos escribir:
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Entonces, el primer polinomio divide al segundo si y sélo si
a® =2bc, y a’b=¢c+bc,
mientras que el primer polinomio divide al tercero si y solo si
a’b=b’c+c’, y ct=b".
Es entonces obvio que una de las dos condiciones es comun. Ahora bien, si el primer
polinomio divide al segundo, entonces a’=2bc, que aplicado a la condicién comun
resulta en
¢ +b*c=a’h=2b%, ¢’ =b*,
y el primer polinomio divide también al tercero. Reciprocamente, si el primer
polinomio divide al tercero, entonces b*=c?, que aplicado a la condicién comin resulta
en
a’b=b*c+c’ =2b%c, a’ =2bc,
con lo que el primer polinomio divide también al segundo, g.e.d..
Analicemos ahora los casos con algun coeficiente nulo.
Si los tres coeficientes son nulos, los tres polinomios son nulos, con lo que la division

tanto del segundo como del tercero entre el primero es una indeterminacion.



Si ¢=0, y a es no nulo, el primer polinomio divide siempre al segundo con cociente —x°,
mientras que para x=b/a (la raiz del primer polinomio), el tercer polinomio toma valor
b*/a*+a, valor no nulo que tiene el mismo signo que a, con lo que el primero no
dividiria al tercero. Si a=c=0, y b es no nulo, entonces el primer polinomio es constante
y no nulo, con lo que dividiria al segundo y al tercero siempre.

Si b=0y c es no nulo, el tercer polinomio tendria grado 1 y el primero grado 2, con lo
que el tercero nunca seria divisible por el primero. Ademads, el primer polinomio tendria
una raiz nula, pero el segundo no, con lo que el segundo nunca seria divisible por el
primero, siendo en este caso la afirmacion del enunciado trivialmente cierta.

Finalmente, si =0 es el Unico coeficiente nulo, podemos escribir
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donde se comprueba trivialmente que el resto no puede ser nulo en ninguno de los dos

casos a menos que b y ¢ sean ambos nulos, en contradiccion con la hipdtesis de que a es

el tnico coeficiente nulo.

Por lo tanto, hemos encontrado el siguiente caso patologico, y hemos demostrado que es

exhaustivo: si ¢ es nulo y a no lo es, el primer polinomio divide siempre al segundo,

pero nunca al tercero.
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