Problema 5(21 OIM, Guayaquil 2006)
Dada una circunferencia ¢, considere un cuadrilatero ABCD con sus cuatro lados

tangentes a ¢, con AD tangente a ¢ en Py CD tangente a ¢ en Q. Sean X e Y los puntos
donde BD cortaa ¢, y M el punto medio de XY. Demuestre que ZAMP =~/CMQ .

Solucién de Hugo Fernandez Hervas, durante el concurso:
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HTM 2006 . ProdL. 5 (Hugo Flez, Hera's)
Sea O el centro de la circunferencia, entonces el cuadrilatero POQD es ciclico, y su
diametro es OD pues ZDQO = ZDPO = /2. Ademas, XY L. OM = BD L. OM ; es
decir, el &ngulo DMO vale 7 /2, por lo que M también pertenece a la circunferencia
circunscrita a POQD.
De esto se deduce que PMQD es ciclico y por tanto ZAPM =7z —/ZMQC. Y aplicando el
teorema del seno a los triangulos APM 'y CQM se obtiene que:

AP sen(x) CQ  sen(y) sen(y) ~sen(y)
AM  sen(ZAPM) © CM  sen(£MQC) sen(z—ZAPM) sen(£APM)
X=ZAMP e y=~/CMQ.

siendo

Sean P'=ABng, Q'=BCng, xX'=ZAMP'y y'= ZCMQ'. Procediendo de igual
manera que antes, se llega a:

AP'  sen(x') CQ"  sen(y")
AM  sen(ZAP'M) ° CM  sen(ZAP'M)
son los puntos de tangencia a ¢ . Asi mismo, CQ y CQ’ miden lo mismo. De donde se
deduce que:

sen(x)  sen(x) sen(y)  sen(y")

sen(ZAPM) sen(ZAP'M) ° sen(ZAPM) sen(ZAP'M)
expresiones:

sen(x)  sen(x’)

sen(y) sen(y')’

Por otro lado, se puede observar que X+ X'=y+Yy'<z pues
X+X'=7—(£P'MB+ /ZPMD) =7 -(£ZQ'MB + ZQMD) =y + y' esto es asi pues DP=DQ,
y por tanto el arco que abarcan Z/PMD y ZQMD en la circunferencia circunscrita a
PMQD es el mismo, por lo que son iguales, lo mismo para Z/P'"MB y ZQ'MB.
Ahora bien, el sistema de ecuaciones:

, pero APy AP’ miden lo mismo, pues Py P’

: dividiendo ambas




sen(x) _ sen(x')
sen(y)  sen(y’)
X+X'=y+y<rx
Sélo tiene la solucién x = y;x'=y". Con lo que queda demostrado el enunciado.
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