Problema 122
Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espaiia.
Sean a, b, c los lados de un tridngulo acutangulo ABC con semiperimetro s. Demostrar

que

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Espaiia.
Podemos sustituir, utilizando el teorema del coseno:
abc[(a2 +b° +Cz)—(b2 +ct—a’ )] abc(a2 +b° +cz)

S sec(4) = _ _abe.
@ sec(4) 2bccos(A4) b+ —a e

Rotando ciclicamente los lados y angulos, la desigualdad a demostrar es entonces
equivalente a la siguiente:
abc(a2+b2+cz)[ 1 1 1 } abc 16
+ -3 >

+
s° b +c*—a> F+a’-b* a’+b’-¢?

Podemos reescribir el corchete como

a* _(bz _02)2 +b* _(cz _az)z +c* —(a2 —bz)z _2a’h*+2b°c* +2c%a’ —at -b' - ¢t

(b2 +c? —az)(c2 +a’ —bz)(a2 +b’ —cz) ~ 8a’h’c?cos(A)cos(B)cos(C)
=(a+b+c)(a+b—c)(c+a—b)(b+c—a)= s (a+b—c)(c+a—b)(b+c—a).
8a’b’c? cos(A4)cos(B)cos(C) 4abc  abecos(A)cos(B)cos(C)

Utilizando el teorema del seno, se tiene que

sen A+B cos A-B
a+b—c:sen(A)+sen(B) . 2 2 »
¢ sen(C) sen(c cos Cj
2 2

Se ha utilizado que al ser la semisuma de los angulos del triangulo igual a 772, el seno y
coseno de (4+B)/2 son respectivamente iguales al coseno y seno de C/2. Entonces,

(a+b—c)(c+a-b)(b+c—a) :8sen(§Jsen(§jsen[£J.

abc 2

De aqui se deduce que el miembro izquierdo de la desigualdad a demostrar es igual a



2(a2 +b*+¢? )sen(Ajsen(Bjsen(Cj
2 2 2) 3 abc

s* cos(A)cos(B)cos(C) s
Utilizando la desigualdad entre medias aritmética y geométrica, y al ser ABC

acutangulo, se tiene que

\/COS(B)COS(C) S cos(B)+cos(C) :cos(B;Cjcos(B;CjSsen(gj,

2

con igualdad si y solo si el tridngulo es isosceles en A. Rotando ciclicamente los

vértices y multiplicando los resultados similares, se tiene

cos(4)cos(B) cos (C) < sen (ngen(gjsen(%j,

con igualdad si y solo si ABC es equilatero. Entonces, se tiene que

[ET SeC(A)+(éj3 Sec(B)+[§j3 sec(C) 2 2(d’ +lzz ) _3 abac ’

A A A A

con igualdad si y solo si ABC es equilatero. Ahora bien, utilizando la desigualdad entre
medias aritmética y cuadratica, y entre aritmética y geométrica, se tiene,
respectivamente, que

at+b*+c* >3 atb+c 2=£52 abe < at+b+e 3:£
- 3 37 h 3 27°

con igualdad si y solo si ABC es equilatero en ambos casos. Luego
3 3 3
a b c 8 8 16
— | sec(A4)+|—| sec(B)+|—| sec(C)z2———=—,
(4] seela) o 2] see() o[ €] see(€) 235 =

g.e.d., dandose la igualdad si y s6lo si el triangulo es equilatero.
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