Problema 139
Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espaiia
Sean a, b, ¢ los lados de un tridngulo de semiperimetro p y circunradio R.
Demostrar que
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Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Espaiia.
Por el teorema del seno, a=2Rsend, b=2RsenB, c=2RsenC. Utilizando entonces la
desigualdad entre medias aritmética y cuadratica aplicadas a los lados del tridngulo,
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g.e.d., donde se da la igualdad si y s6lo si el triangulo es equilatero.
De hecho, la anterior desigualdad puede generalizarse de la siguiente forma: Si m, n son

tales que m—n>1, entonces
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La demostracion es idéntica al caso anterior:
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Ahora, como es conocido, con tal de que m—n sea mayor o igual que 1, se cumple:
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con igualdad si y sélo si a=b=c cuando m—n>1, y siempre cuando m—n=1. Notese que
en esta generalizacion (1) no es necesario que ni m ni n sean ni enteros, ni positivos,
s6lo que cumplan m-n>1, y (2) cuando m=3, n=1, llegamos exactamente al caso
propuesto y a la desigualdad antes demostrada. Notese finalmente que, si m—n<l, la

desigualdad seria valida pero con sentido opuesto, es decir, en este caso seria

2 n + n + n - m-n—1 2
3 3 sen" 4 sen" B sen"C 3

\/amn +bm—n +cm—n 2p am bm Cm 2m Rnpm—n
m—n| < £ <

nuevamente con igualdad si y solo si a=b=c cuando m—n>1, y siempre cuando m—n=1.
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