Problema 140. (Propuesto por Doru Popescu Anastasiu).

Sea A A, A, un triangulo de lados respectivamente opuestos a,,a,,a, y area S.
Se consideran los puntos M,,M, €(A,,A,); PP, (A, A); QQ, (A, A,) tales que
M.P, ITAA,; M,Q, /I AA;; PQ, I AA;. Sean {B.}=M,Q, "M,P;;
{B,}=PRQ, "M,P,; {B,}=M,Q, nQ,P,. Sea o el area del trianguloB,B,B, y
finalmente sean k,,k,,k, las distancias de B,;,B,,B, a AA, AA AA
respectivamente. Demostrar que

3 3
> kikiaaia, +4V05 (Z kiaij > 25(S - 40)
i=1 i=1

Resolucidn: (Vicente Vicario Garcia, Universidad de Huelva, Espafia).

El enunciado tal y como aparece es falso, siendo cierto para los valores que
especificaremos a continuacion.

Es evidente que el triangulo B,B,B, es semejante al triangulo AAA;.
Denominando k a la razon de semejanza entre ambos, tendremos

.MM, PP, _QQ,
AA AA AA

0<k<1

Ademas la relacion entre las areas de estos triangulos es o = k?S . También,
denotando por h, la altura trazada desde el vértice A, a su lado opuesto, etc, se tendra

evidentemente que
28 = hA1 A A= hA2 AR = hA3 -AA,
Por otra parte, por semejanza de tridngulos tenemos que

k].:hAi.kZZhAz.k3:hA3
Mle A2A3 PlPZ A1A3 Qle A1A2

Entonces, sustituyendo en la expresion a demostrar tenemos que
3 3
D kiki a8, + 4\/05(2 kiaij =h,M;M,-h, PP, +h, PP,-h, QQ, +
i=1 i=1
+h, QQ, -h, MM, +4ks(h, M;M, +h, P,P, +h, QQ,)>25(s - 4k?s)

Finalmente, expresando las longitudes de los lados del triangulo B,B,B, en
funcion respectiva de los lados del triangulo A A, A, y la razon de semejanza k, tenemos



khy, A A, -kh, A A +kh, AA -kh, AA, +kh, AA, -kh, AA, +
+4kS(kh, A, A, +kh, A A +kh, AA,)>252(1-4k?)

y simplificando tenemos que
3k? 457 + 4KS -3k - 25 > 25 (1- 4k? ) > 22k* > 1 ‘/%£k<1

Asi pues, el enunciado del problema es cierto s6lo para valores de k (razén de

semejanza) cumpliendo las desigualdades 1/2—12 <k<1.
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