Problema 140
Propuesto por Doru Popescu Anastasiu en el numero 3 de la revista SIPROMA
Sea 414245 un tridngulo, de lados respectivamente opuestos ai, az, a3 y area S. Se

consideran los puntos

MM, e(44);  B.Re(44); 0.0, c(4d);
tales que
MP I\ A44;  MQIl44;  BO, | AA,.
Sean
{BI}:MZQ]OMIPZ; {BZ}:PIszM]PZ; {BS}:MZQImQZI)l‘

Llamemos o al area del tridngulo B,B,Bs; y finalmente, sean ki, k», k3 las distancias de
By, By, By a A2As, A3A,, A14,, respectivamente.

Demostrar que
3 3
> kk,aa., +4JoS -[Z kiaij <2S§(8-40)
i=1 i=1

donde los subindices se toman congruentes modulo 3.

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Espaiia.

Notese que el sentido de la desigualdad es opuesto al originalmente publicado, pues se
pueden encontrar casos en los que la desigualdad no seria cierta con el sentido
originalmente publicado (ver contraejemplo 1 al final de esta solucion).

Ademas, se consideraran las distancias k; signadas, de forma que £; tendra signo positivo
si B; esta en el interior del triangulo A4,4,43, signo negativo si esta en el exterior. Esto
nos permite tratar todos los casos en los que los puntos M;, P, Q; estén en el interior de
los lados del triangulo, tal como se especifica en el enunciado, sin distinguir los casos
en los que todos los B; estén en el interior del triangulo 4,4,43 o sobre sus lados (Gnicos
casos en los que la desigualdad propuesta en esta solucion seria siempre correcta caso
de no tomar distancias k; signadas), de los casos en los que algunos o todos los B;
puedan estar en el exterior de dicho tridngulo. El contraejemplo 2 al final de esta
solucion muestra un caso en el que la desigualdad propuesta en esta solucion falla si no
se toman distancias &; signadas.

Sin embargo, asumiendo estos dos cambios, es decir, el cambio en el sentido de la
desigualdad, y el que los k; puedan ser signados, la desigualdad es siempre cierta, como

se demuestra a continuacion.



Es trivial comprobar que B;B,B3 es semejante a 414,43. Para ello, nos basta observar
que By y B, estan en M, P,, luego BB, es paralelo a 414, y de forma similar con los
otros dos lados de B;B,B;. También es trivial comprobar que, al ser P10, paralelo a
AxAs, A1Q-P) es semejante a A4;4243. De la misma forma, 4,M>Q; es semejante a
AxA3A1, y AsP,M, es semejante a A3414,. Finalmente, B1M M, es semejante a 414,45,
por ser BiM; (sobre la recta M,P,) paralelo a 414,, y BiM, (sobre la recta QM)
paralelo a 4,45. De igual manera, B,P,P; es semejante a 4,434,y B:0105 es semejante

a AsA1A>. Sean ahora o3, 0, 03 las areas respectivas de B\M\M>, BoP1 P, B3:010:.
Al
¢

Llamemos ademas

_ AIQZ _ A]PI — A2M2 _ A2Q1 _ A3P2 _ A3M1 _ B1B2 _ BZB3 _ B3Bl

pl - AIAZ A]A3 ’ ’ A2A3 - AZAI , T A3A] - A3A2 ’ p_ A1A2 - A2A3 - A3Al .

Notese que las definiciones son consistentes por las relaciones de paralelismo dadas en
el enunciado y gracias al teorema de Thales. Entonces, si B,, B3 son interiores al
triangulo 4,4,43, como es el caso en la figura,

_B,B; _ B,0, B, _ A4M, 90, _ A4, - AM, 4,0+ A0, - 44,

- AZ A3 AZ A3 A3 A2 AZ A3 Al AZ AZ A3 Al AZ
=(1=p)=(p+p=1)=2=(p +p,+ ).

Sin embargo, si ambos fueran exteriores al tridngulo A4;4,A43, entonces

_ B, B, _ 5,0, + B,0, _ AM, + 09, _ 4,4, - AM, + 44, - 4,0, - 40,
L4, A4 A4, A4 A4, 4,4, 4,4,

=(1=p)+(1=p,=p)=2=(p + P, + p;).

Ahora bien, como si dos tridngulos semejantes tienen entre sus lados razon p, entonces

. , , ) ..
tienen entre sus areas razon p’, es trivial comprobar que



2 2
G| BB _p, DL (g4p,-1),
s 44, s 44,

y de forma similar para los demas triangulos involucrados. Finalmente, la altura desde

A;hasta A4;,14,-; es igual a 25/a;. Entonces, por las semejanzas comprobadas,

o, (ka, ’ 2
S| =P tpo 1)

Ahora bien, si B; es exterior a 414,43, entonces pi1+p0-1<1, mientras que si B; es

interior a A14,A43, entonces p;1+0-1>1, estando B; sobre el lado A4; 14, si y solo si

pir1+pi-1=1, con lo que los signos propuestos para k; implican que
ka,=2S(p.,+p—1).

Podemos entonces utilizar los anteriores resultados para expresar los diferentes términos

involucrados en la desigualdad a demostrar:

Zkzszrlaz z+1 _4S Z +pz+1 IOz +pz _1)
i=1

3 2 3
= {Z (P + P — }—ZSZZ(p,._l-I-pm—l)zS2S2(1—2p)2,

i=1 i=1

con igualdad si y s6lo si pi_j+pi1=1 para todo i. Ademas,
4«/§~ik,ai =4pS-2SZ3:(pi+l +p,—1)=8pS*(1-2p).
i=1 P
Luego finalmente,
Zk aa,, +4cS - (Zka j<2s (1-2p) +8pS* (1-2p) =25 -8p*S>

=25(S-40),

con igualdad si y s6lo si p;_1+p;1=1 para todo i, con lo que pi=p,=p3=1/2. Por lo tanto,
se ha demostrado la desigualdad propuesta, dandose la igualdad si y sélo si cada B; es el
punto medio del lado 4;-14;+1, 0 lo que es lo mismo, si Bj=M=M>, B,=P=P,, B:=01=0>

son los puntos medios respectivos de los lados 4,43, A3A1, A14>.

Contraejemplo 1:

Este es un contragjemplo al sentido originalmente propuesto para la desigualdad del
enunciado.

Sean pi=py=p3=2/3. Entonces, es trivial comprobar que M;P,, OiM,, PQ, son las
paralelas respectivas a 414>, A243, A3A; por el baricentro G del tridngulo 414243. Es



decir, que el tridngulo B;B,B; esta degenerado a un punto, con lo que o=0. Ademas, las
distancias ki, k», k3 son iguales a un tercio de las alturas respectivas del tridngulo 4,4,4;

desde A4, A>, A3. Luego

3 3 2 2
aik[ :¥7 Zkiki+laiai+l +4+ oS .(Zkiai] = 3(%] = 4;9
i=l i=l

<28*=25(S-40).

La desigualdad tiene entonces sentido opuesto al inicialmente propuesto.

Al
4, /\
B, s ot B,
1 P
¢ P
Q2 3 ‘82 Pl .
) / /ﬁ\ A M A A,
Ay /M’1 S A3 B
Contracjemplo 1 Contragjemplo 2

Contraejemplo 2:

Este es un contragjemplo que demuestra que, si los k; no son distancias signadas,
entonces tampoco se cumple la desigualdad con el sentido propuesto en esta solucion.

Sean pj=py=p3=1/3. Es trivial entonces comprobar que 4,443 y Bi1B,B; son iguales,
con lo que o=S, siendo ademas la distancia desde B; hasta A4; ;4,,;, en valor absoluto,
igual a un tercio de la altura del triangulo 4,4,45 desde A4;. Si los k; son distancias no

signadas, tendriamos

3 3 48* 2885 )
> kkaa,, +4NoS | D ka, |= 3 +45-28 = 3 >-65° =285(S-40).
i=1 i=1

Notese sin embargo que, si los &; fueran distancias signadas, entonces todas ellas serian

negativas, con lo que

3 3 2 2
Zkl.kmaiam +4\ oS -(Zkiaij = 4§ —45-28 =— 203S <—68* = 2S(S —40') ,
i=1 i=1

y si se cumpliria la desigualdad propuesta en esta solucion.
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