PROBLEMAS PARA OS MAIS NOVOS (REOIM, n° 16)
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Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro; Espafia)

5. Demostrar que

2<4:>\/§<\/Z=2:>2+\/§<2+2=4:>\/2+\/§<\/Z=2:> ! >l

V2442 2’
6<9:>\/§<\/§=3:>6+\/€<6+3=9:>\/6+\/§<\/§=3:> ! >1
6+\/6 3
Asi, ! + ! >£+1—E
\/2+\/§ \/6+\/6 2 3 6



PROBLEMAS PARA OS MAIS NOVOS (REOIM, n° 28)

28.1. Demostrar que, calquera que sexa 0 numero real t, se verifica a desigualdade

t4—t+1>0
2

Solucidn de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo; Espafia)

Sexa, para calesquera nimeros positivos a e real t, f,(t)=t*-t+a. Probarase a continuacion
8

gue o menor valor de a que fai que f,(t)>0 paracalquerat é a= 3.2 3;
Set<0:t*>0, -t>0, a>0 implican f,(t)>0;

Set>1:t>0,t-1>0, t*+t+1>0 implican f,(t)=tt-1)t* +t+1)+a>0+a>0;

2 2 2
Se 0O<t<1: f,(t)=4t>-1 énegativase t <2 3,nulase t =2 2 e positivase t >2 ¢, logo f,(t)
é decrecente

2 2 2
en (0,2 3], crecente en (2 3,1} e presenta un minimo absoluto en t =2 3, de valor
2 _8 8 2
f{z 3} =a-3-2 %, logo f,(t)>a-3-2 2, conigualdadeseesbset=2 2

2 8
Ademais, fa[z 8 } =0seesOse a=3-2 3. Portanto, f,(t)>0 paracalquerat see so se

8 8 2

a>3-23, f(t)>0 paracalquerat seesése a>3-23e f ,(t)=0seeséset=23
32

|
wlo

Asi, esta probada a seguinte
8

Proposicion: Para calquera nimero real t, verificase a desigualdade t* —t+3-2 3 >0, con
2

igualdade see s6se t=2 3

E o problema pedido € un corolario desta proposicién, pois, para calquera numero real t, resulta
8

l _=
que t“—t+§>t“—t+3.2 >0



PROBLEMAS PARA OS MAIS NOVOS (REOIM, n° 28)

28.2. Por un punto interior P ao triangulo ABC, trazanse tres paralelas aos lados, que
dividen a estes en tres segmento, de lonxitudes respectivas a,, a,, a, (0 lado BC), b, b,, b,
(olado CA)e ¢, c,, c; (0olado AB).

Demostrar que

abc, = a,b,c, =ab;c,

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo; Espafia)

Como ABC e PAA, tefien os lados respectivamente paralelos, teran os angulos respectivamente

iguais, sendo polo tanto semellantes, do cal se deduce que os seus lados son proporcionais;
CA CA BC AB isto & b1+b2+b3=a1+a2+a3_cl+cz+csl

AB BC
= = , OU Sexa, = =

PA  AA AP CB AA C,B 3, Cy
analogamente, ABC e semellante a B,PB,, de onde

AB CA BC isto 6. ST Gt _ b +b,+b, a +a,+a,,

AC, AP AC’ B Y b, a,

ABC é semellante a C,C,P, de onde B8+ _GHGHG B+ EZ +by

a:l. C2 3

Multiplicando membro a membro esas tres igualdades, resulta que

b, +b, +b, GG +C atata; 3 +a, +ag _b1+b2+b3 G +C +G
bl C1 a:l. aZ b2 C2

_a+a,+a; b+b,+b; ¢ +c,+c;y

= N . b . - ,

dividindo entre o numerador comin (a, +a, +a,)- (b, +b, +b,)-(c, + ¢, + c,), resultan as igualdades

dos denominadores: bca, = a,b,c, = ab;c,




PROBLEMAS PARA OS MAIS NOVOS (REOIM, n° 28)

28.3. Demostrar quese 0 <a<1le 0<h<1,entén
ab(1-a)1-b) L1
(1—ab) 4

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo; Espafia)

Das hipétesis dedicese que todos os factores a, b, 1-a, 1-b e (1—ab)’ son estritamente
positivos, logo
W < % < 4ab(l-a)l-b)< (l-ab) < 0<1-2ab+a’?® - 4ab+4a’b + 4ab? — 4a%b’?

-a
< 0<1-2a(3-2ap +a(4-3a)p?
Sexa, paracada 0 < x <1, f,(x)=1-2a(3-2a)x+a(4-3a)x*; hai que probar que 0 < f,(b).
Probarase que, se 0 < x <1, entén 0 < f,(x):

- 4-3a

A gréficade f, e unha parabola cun minimo absoluto no vértice V(j_ ga, fa(3_ ZaD ;

_ _ 2 _ 2 _ 2 _ 3 _ 3
fa(3 2a] i 2a(3-2a) . a(3-2a)’ _4-12a+12a’-4a’ _4(1-a) que é estritamente
4-3a 4-3a 4-3a 4 —3a 4-3a
positivo por selo numerador e denominador.
3
4-a) £.(x)

Asi, se 0< x <1, tense que 0 <
4-3a



PROBLEMAS PARA OS MAIS NOVOS (REOIM, n° 28)

28.4. Resolver o sistema de ecuacions
L+ X)L+ X2 Jas x?)=1+ y7}

@+ y)(1+ y2X1+ y4)=1+ X’
Solucion de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo; Espafia)
sendo F(x,y)= L+ x)a+x2fi+x*)-[+y )=x+x2+ X2 +x* +xX° +x° +x =y e

F(x,y)=0 >

, Cuxas solucidns son os puntos de corte das
G(x,y)=0
graficas das funcions F(x,y)=0 e G(x,y)=0, simétricas unha da outra respecto da bisectriz dos
cadrantes primeiro e terceiro, que poden obterse utilizando por exemplo 0 método de Newton-
Cramer para representacion de curvas alxébricas; obtéfiense asi as seguintes graficas, das que se
conclie que as Unicas solucions do sistemason x =y =-1 ou x =y =0; ade vermello é a curva

F(x,y)=0 eade verde éa G(x,y)=0:

G(x,y) = F(y,x), o sistema a resolver &




PROBLEMAS PARA OS MAIS NOVOS (REOIM, n° 28)

28.5. Demostrar que se as lonxitudes a, b, ¢ dos lados do triangulo son tales que

a+b+c=1,entdn
a2+b2+c2+4abc<%

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo; Espafa)

Sexan p o semiperimetro, R o circunraio, r oinraioe S a area do triangulo.

Lema 1: abc = 4Rrp
Proba: pr=S= Lapsinc = Lap-C = abc
2 2 2R 4R

Lema 2: a’ +b® +¢? = Z(p2 —r? —4Rr)

Proba:

p?r2=s2=p(p-a)p-b)p-c)= p[p3—(a+b+c)p2+(ab+bc+ca)p—abc]

p[p"’—pr2 +(ab+bc+ca)p—4Rrp]: pz(— p? +ab+bc+ca—4Rr

= r’=—p°’+ab+bc+ca-4Rr = ab+bc+ca=r’+p°+4Rr

= a2+b2+c2=(a+b+c)2—2(ab+bc+ca)=(2p)2—2(r2+p2+4Rr)=2(p2—r2—4Rr)

Proposicion: a® +b* + ¢? + 4abc = 2p* — 2r*> —8Rr +16Rrp

Corolario: Se p =%, enton a® +b? +c? + 4abc =%—2r2 <%
. . L o2, IR 1 1 .,
Proba: Pola proposicion, p:E = a“+b°+c +4abc=2- > = 2r —8Rr+16RrE:E—2r
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