MAXIMOSY MiINIMOS SIN DERIVACION :

TRESEJEMPLOS

Abderrahim Ouardini

(versién espafiolade F.Bdllot)

Ejemplo 1

En e espacio, dos esferas distintas 2; y 2, son tangentes exteriores en € punto A. ¢Cué ese
maximo valor del &readd tridngulo AM ;M cuando los puntos M; y M, describen,
respectivamente, X, — {A} y 2, - {A}?

Solucion

Fijemos primero e punto M;. El &readd tridngulo AM; M, serd maxima cuando la distancia
del punto M, alarecta AM; seamaxima. Como M, es distinto de A, larecta AM; cortaalaesfera
>, en un segundo punto B.

En & plano AO,B (O, y O, son los respectivos centros de las dos esferas), lamediatriz del
segmento AB cortaalaesferaX, en dos puntos distintosPy Q, con| [0 [O,Q], sendo | € punto
medio de AB. S M es un punto cualquierade Z, se verifica

IP = IM.

(Enlafigura, C esé circulo méximo de Z,, interseccidn del plano PQM con ).

Ladesigualdad se justifica porque los puntos | y M estan situados en € mismo semiplano
limitado por lamediatriz del segmento PM.

Por lo tanto, nuestro problema se convierte en la busqueda del méximo del &rea del triangulo
AM 1M, en @ caso en que los cuatro puntos O1,M1, M, y O, son coplanarios (es un plano que
pasa por lalinea de los centros O; 05).



“". [
A A f,.r”' W'M,H
[, :r,'i--:_.'_l{za-c;;:- '
:_ i I 1 ]
5 .l'l: H"" -...-}/f’
-L__H. o :
SeaR; € radiode Z;.
Setiene:
Area(AM;M,) = AM1e AZMZ-SB”G .
Como
AM; = 2R; e cosa 1, AM, = 2R, « COSO 5,
entonces:

Area(AM1M5,) = 2R; R, cosa; cosa,sen(a; + o)
= R1Ry[sen(2a1 + a5) + sena»] cosa,

Aqui se hautilizado laidentidad trigonométrica

sen(o; + a,)cosay = %(sen(Zal +0,) +senay).

Por lo tanto, podemos deducir que
Area(AM1M5) < R;R,cosa,(1 + senay),

puesto que sen(2a; + ay) < 1.
Paraterminar € problema debemos determinar el méximo de

cosa (1 + sena)

cuando a describe d intervalo [0, Z[.
Consideremos los puntos

M(cosa, sena), N(cosa,-1).
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(Enlafigura, Q esd punto medio de RM)
Entonces setiene:

Area(MNPQ) = QM « QP = cosa « (1 + sena).

Observamos que € é&rea del rectdngulo MNPQ esigua a &readel triangulo MPR ; luego
cosa « (1 + sena) es maxima cuando sea maxima el area de este triangulo. Veamos que s este
triangul o tiene &rea maxima, entonces es equilétero. En efecto, ese tridngulo esisdsceles (con P €
angulo "desigual”). Bastara probar que es isdsceles con R e éngulo ”desigua”; en efecto, s no
fueraasi lamediatriz del segmento PM cortariaa arco PM que contieneaR en un punto R; # R,
y en ese caso € areade PMR seriamenos que € &reade PMRy,lo cua esimposible.

Por consiguiente,

a=

ol

y € &reade AM 1M, es menor o igua que R1R2¥.
El caso de igualdad se verificas y solamente s

az = g ysen(2on +az) = 1,

m — 1T 1 — Tt
luego 20, + & = 7, esdecira; = ¢.H

Ejemplo 2
a) Demostrar que paratodo nimero natura n se verifica

4
(15+25+---+n5)+(17+27+---+n7):2(n(n2+1))

b) Utilizando ladesigualdad de las medias, determinar € valor minimo de la expresion
n3(n+1)*

MGDN

cuandon O N¥,

Solucion

a) Lo probaremos por induccion. Paran = 1, laigualdad es cierta.
Supongadmosla cierta paran. Pongamos

n n
A=SKC+(N+1)°+ Y K +(n+1),
k=1 k=1

se tiene entonces, por la hipotesis de induccién,



A 2(n(n+1))4+(n+1)5+(n+1)7

2

2( n(n2+ 1) )4+(n+1)5(1+(n+1)2)

) 2( n(n2+ > )4 +(n+1)°(n2+2n+2)

(n+ 1)4(%“ +(n+1)(n? +2n+2))

_ (n+1)*
=02
4
- (n+81) (n+2)4
_((n+D)(n+2)\*
—Z(f) ’

(n* + 8n® + 24n2 + 32n + 16)

gue es lo que habia que probar.
b) Ladesigualdad entre las medias aritméticay geométricada

4
2[ n(nz+ . } > 2n7(1° x 25 x ... xn®) x (17 x 27 x ...

= 2nz/(n1)* = 2ng(n)°,

luego

n(+1)* 4 _
—— ! >24=16
J(n°

Por lo tanto, & minimo buscado es 16, que se dcanzaparan = 1.1

Ejemplo 3

Xn7) =

Sea n un entero mayor o igua que 2; sin utilizar la derivacion, halar e méximo de

sen?(xi = X;),

1<i<j<n
cuando los nUmeros Xy, -+, Xn Varianen R .
Solucion
Setiene:

senz(xi - Xj)
1<i<j=n 1<i<j=n
nin-1
= ( ) _ cos?(x; = Xj)
2
1<i<j=n

(1 -cos?(xi — %)) =

Y, por otra parte,

D



N

cos?(Xi — X;)

( (1 + cos2(x; - Xj))) =
1<i<jgn 1<i<jgn

:%(n(nz—l) +2 z COSZ(Xi—Xj)) (2

1<i<jgn

Puesto que
n 2 n 2
(z costi) + (z seani) =n+2 cos2(x; —xj) = 0,
=1 1=1 1<i<jgn
entonces

cos2(x; — Xj) = —% 3).

1<i<jgn

Como consecuenciade (2), (3) se transformaen

cos?(x; — X;) = %( n(n2— L _ %) = n(n4— 2) 4.

1<i<jgn
Y de (1) y (4) se deduce

nn-1) n(n-2)
2 4 -

senz(xi - Xj) <

Asi tenemos que

n2
sen?(xi — X)) < e (5).
1<i<jgn

Probemos que ”TZ es el méximo buscado.
Observemos que hay igualdad en (5) s y solamente s (3) es unaigualdad, lo que equivale a

n n
;0032xi = ;seani =0.

S nespar (= 2k), bastatomar

—_ —_ —_ — Tt
X1 =X2 ==Xk =7
Xk+1 = Xk+2 = ... = X2k = —%
Sin = 2k + 1, escogemos los nUmerosreales xg, - -+, X tales que

Xoi+1 = —Xoiv2, 0<i<k-1
Xoe1 = 0

con lo que setiene

2x; = 0,
;senx.



n k-1
cos2x; = 2 z C0S2Xzi41 + 1 = 2kcos2x; + 1.
1=1 1=0

Entonces, para que sea

n
z cos2x; = 0,
1=1

es suficiente tomar

X1 = %Arccos(—zlk ) .

L uego, en efecto, ”TZ es & maximo buscado.ll
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