Problema 15 (Revista OIM No. 3)
Demostrar que
2 2
sect ; + sect 77T + sec? 77T = 416.

Solucion por José Heber Nieto, Maracaibo, Venezuela.
Sea k un entero impar. Entonces

3k k k
cos?ﬂ- = 4cos® 771- — 3cos 771-
Pero por otro lado
3k 4k 4k 2
cos% = cos(km — 771-) = —(308771- =1 —26052%
k k k
= 1-—2(2cos? 771- —1)? = —8cos’ 777 + 8 cos? 77T -1,
y resulta que
k k k k
8 cos? 77T + 4 cos® 77r — 8cos? TT - 3(:0577T +1=0.
Por lo tanto cos /7, cos 3w /7, cos 57 /7 y cos 7w /7 = —1 son raices del polinomio
8z* +42% —82? — 3z + 1
Si lo dividimos entre (z + 1) resulta
P(x) = 82% — 42 — 4z + 1,
cuyas raices son cosm/7, cos3m/7 y cosbw/7T = —cos2m/7. Los reciprocos de
estas cantidades, es decir 1 = sec /7, x9 = sec3w /7y x5 = —sec2w/7, son las
raices del polinomio
1
23P(=) = 2% — 42 — 4z + 8.
x
Por las féormulas de Vieta se tiene
1+ x2 +x3 =4, TT2+ Tow3 + 1172 = —4, T 1X2x3 = —8,

de donde
T3 + a3 4 25 = (x1 + 22 + 13)° — 2(@122 + T2w3 + T1T2) = 24,

y finalmente

2 2
sec4§—|—sec477r+sec47ﬂ-zx‘f—i—x%—i—xg

= (27 + 23 +23)% — 2(x120 + Tow3 + 129)? + 421203 (21 + T2 + 23) = 416.
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