Problema 152
Dado un triangulo ABC y un punto P situado en su interior, trazar una recta MN, con M en el lado
AC y N en el lado BC, que pasando por P divida al tridngulo en dos partes que estén en una
proporcion dada.

Solucion.

[CMN]

(aBC]

Denotaremos por [ XYZ..] el &rea de poligono de vértices XYZ.. y sea k tal que

Suponiendo el problema resuelto, la posicion de P queda fijada mediante las proyecciones paralelas
a CAy CB enRYy Q respectivamente. Pongamos finalmente p=PR,q=PQ y x=CN, y=CM.

En términos de las incdgnitas x, y las dos condiciones del enunciado se expresan:
%xysenC :%kabsenC < xy =kab (1)

para la relacion de las areas y por la semejanza de PQN y MRP

X;p=L:>qx+ py = xy =kab (2)
q y—q
para expresar la alineacion de P con My N.
Formalmente el problema esté resuelto como interseccion de la hipérbola (1) con la recta (2) sujeto
a las restricciones x<a, y <b inherentes al problema.
Para poder resolverlo de modo geométrico comenzaremos por construir un paralelogramo CRSS’

con dos Vvértices fijos C, R cuya area sea la del triangulo CMN (k [ABC]) y cuyos lados tengan las

direcciones de los lados CB y CA del triangulo como indica la figura.
La construccion del punto S es inmediata sabiendo que

g-RS-senC = k%ab-senc < RS :%

q
(esta construccion se omite para no cargar dibujo).

Finalmente determinaremos My N con la condicién [PST]=[PRM ]+[TS'N].



Como los tres tridngulos son semejantes y la razén de las areas es el cuadrado de la razén de
semejanza, dividiendo la relacion anterior por [PST] tenemos

_[PRM]+[TS'N] _PR® S'N7
~ [PST]  [PST] - PS?  PS?

queda una sencilla construccion de un tridngulo rectangulo conociendo la hipotenusa (PS = QS’) y
un cateto (PR = QC).

La semicircunferencia de diametro QS’ y la circunferencia de centro Q y radio QC se cortan en el
punto V interior al triangulo.

Finalmente la circunferencia de centro S’ y radio S’V corta al lado CB en los puntos N y N’ que
unidos con P determinan My M’ en el lado AC.

La discusion es inmediata. Cada solucién exige que el punto N o N’ esté en el segmento CB y que
su correspondiente punto M o M’ este en el segmento AC.

En la figura sélo se ha dibujado completa la solucion correspondiente al punto N para un valor de k
de 0,35.

En términos de los datos un simple célculo establece que existe solucién cuando cumplen la

condicion
1 9P k@_ﬂj
kb a b
la desigualdad de la derecha garantiza que el punto N esta en el segmento CB y la de la derecha que

M pertenece al segmento AC.
De modo analogo se puede analizar la condicion para N’y M’.

& PS*=PR*+S'N?
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