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GEOMETRÍA DEL TETRAEDRO
Francisco Bellot Rosado
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2.Introducción
La geometría del triángulo, hoy prácticamente en grave peligro de extinción,

tiene su continuación natural en el espacio tridimensional en el estudio de las
propiedades del poliedro más simple, el tetraedro. El hecho de que los mecanis-
mos articulados sean objetos tridimensionales me sugirió la idea de desarrollar
algunas propiedades del tetraedro, que espero no sean del todo conocidas. Al-
gunas de ellas serán la generalización de las correspondientes del triángulo, pero
hay otras bastante diferentes.
En lo que sigue, ABCD será un tetraedro, de aristas

BC = a;CA = b; AB = c;DA = a0; DB = b0; DC = c0:

BC y DA son aristas opuestas; lo mismo que CA y DB, AB y DC.
El ángulo diedro de arista AB se denotará dAB:
El ángulo triedro de vértice A se denotará, cuando no haya lugar a confusión,

por bA:
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El área de la cara ABC se denotará por SABC = SD:
El plano BCD, es decir, la cara opuesta al vértice A, se denotará por Af :
Algunas de�niciones :
Mediana : une un vértice con el baricentro de la cara opuesta.
Bimediana : une los puntos medios de dos aristas opuestas.
Bialtura: es la perpendicular común a dos aristas opuestas.
Altura: es la perpendicular trazada desde un vértice a la cara opuesta.
Bisectriz : es la intersección de dos planos bisectores de diedros que tienen

una cara común.

Un primer resultado que se diferencia del caso del triángulo es que,
en general, las alturas de un tetraedro no se intersecan en un punto.
Cuando las alturas no son concurrentes, son las generatrices de un hiper-

boloide alabeado.

Tetraedros especiales : por las propiedades de las caras
Tetraedro isofacial : es la pirámide triangular regular ; una cara es un

triángulo equilátero y las otras tres son triángulos isósceles.
Tetraedro equifacial : las caras son triángulos de la misma área; esto equivale

a que tengan perímetros iguales y a su vez, que sean triángulos iguales.
Tetraedro regular : sus cuatro caras son triángulos equiláteros.
Tetraedro trirrectángulo : tres de sus caras son triángulos rectángulos con

un vértice común.
Por las aristas :
Tetraedro equifacial : sus aristas opuestas son iguales.
Tetraedro ortocéntrico : Las sumas de los cuadrados de aristas opuestas son

iguales.
Tetraedro de Crelle ( o esqueleto, según la tradición escolar rusa) : las sumas

de aristas opuestas son iguales.
Tetraedro isodinámico : Los productos de aristas opuestas son iguales.

Algunas propiedades generales del tetraedro.

- Las bimedianas concurren en el centro de gravedad G del tetraedro, que es
el punto medio de cada bimediana.Las medianas también son concurrentes en
este punto.
Si llamamos Gi al baricentro de la cara opuesta al vértice Ai; se veri�ca la

relación -teorema de Federigo Commandino (1509-1575); el teorema es de 1565,
y la obra De centro gravitatis solidorum - según Altshiller Court, donde se dan
dos demostraciones del resultado:

GAi

GGi
= �3:

(Demostración en Miculita, pg.60-61, utilizando la relación de van Aubel en
tetraedros)
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- Las longitudes de las medianas y bimedianas de un tetraedro están dadas
por las fórmulas siguientes: para las medianas

mi =
3
�
a2ij + a

2
ih + a

2
ik

�
�
�
a2jh + a

2
jk + a

2
hk

�
9

; fi; j; h; kg = f1; 2; 3; 4g

y además se cumplen las relaciones

m2
1 +m

2
2 +m

2
3 +m

2
4 =

1

3

�
a212 + a

2
13 + a

2
14 + a

2
23 + a

2
24 + a

2
34

�
GA21 +GA

2
2 +GA

2
3 +GA

2
4 =

3

4

�
a212 + a

2
13 + a

2
14 + a

2
23 + a

2
24 + a

2
34

�
La suma de las longitudes de las medianas está comprendida entre los 4/9 y

los 2/3 de la suma de las longitudes de las aristas del tetraedro.
Por su parte, la longitud de la bimediana está dada por

m2
ij =

�
a2ih + a

2
ik + a

2
jh + a

2
jk

�
�
�
a2ij + a

2
hk

�
4

; fi; j; h; kg = f1; 2; 3; 4g :

Y se tiene

m2
12 +m

2
13 +m

2
14 =

1

4

�
a212 + a

2
13 + a

2
14 + a

2
23 + a

2
24 + a

2
34

�
:

Además, la suma de las longitudes de las bimedianas está comprendida en-
tre la cuarta parte y la mitad de la suma de las longitudes de las aristas del
tetraedro.

- La siguiente relación entre las longitudes de las alturas y de las bialturas en
un tetraedro aparece en Mathematics Magazine (1993) y sus autores aseguran
no haberla encontrado citada antes en la literatura :
Si hi son las cuatro alturas y bi las tres bialturas, se veri�ca

1

h21
+
1

h22
+
1

h23
+
1

h24
=
1

b21
+
1

b22
+
1

b23
:

Bastante sorprendentemente, la demostración es fácil con cálculo vectorial;
pero el resultado no es nuevo: es un ejercicio resuelto en la colección de proble-
mas (en ruso : Zadachi po stereometrii) de Prasolov y Sharigin, 1989.

- El punto de Monge del tetraedro : Los planos trazados por los puntos
medios de las aristas, perpendiculares a las aristas opuestas, concurren en un
punto, que es simétrico del centro de la esfera circunscrita respecto del centro
de gravedad. Este es el punto de Monge o anticentro del tetraedro, y esos
planos son los planos antimediadores del tetraedro.(G.Monge, 1811).El punto
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de Monge es el centro del hiperboloide alabeado del que son generatrices las
alturas no concurrentes en un tetraedro no ortocéntrico.

Esferas asociadas a un tetraedro

- La esfera circunscrita. Pasa por los cuatro vértices del tetraedro; su centro
O es la intersección de los planos mediadores de las seis aristas.
En la bibliografía a mi alcance, en los libros de Miculita y Branzei se da

una fórmula para calcular su radio R. Es una aplicación muy elegante de la
inversión en el espacio, obtenida independientemente por Crelle y Staudt. En la
revista Nouvelles Annales de mathématiques, 1874, aparece una expresión para
el radio, en función de las longitudes de las aristas (G.Dostor).
Usaremos la notación especial siguiente : Tetraedro A1A2A3A4; de aristas

AiAj ; en particular nos interesarán

ai = AiA4

y si Bi son puntos situados en A4Ai; consideraremos BiA4:
Entonces utilizaremos un resultado de proporcionalidad conocido:

v(A1A2A3A4)

v(B1B2B3A4)
=

a1 � a2 � a3
B1A4 �B2A4 �B3A4

;

con las notaciones anteriores (aquí, v(:::) es el volumen).
Entonces vamos a demostrar el siguiente resultado :
Dado el tetraedro (A) = A1A2A3A4; de aristas aij = AiAj ; volumen V,

radio de la esfera circunscrita R, existe un triángulo (B) = B1B2B3 cuyos lados
respectivamente opuestos a B1;B2; B3 son

a23 � a14; a13 � a24; a12 � a34:

En efecto, consideremos la inversión de polo A4 y potencia

k = a14 � a24 � a34;

esta inversión transforma la esfera circunscrita(de centro O) al tetraedro (A)
en un plano � perpendicular a OA4;y a una distancia de A4 igual a

d =
k

2R
=
a14 � a24 � a34

2R
;

el transformado de O es un punto P 2 �; y los transformados de A1; A2; A3
son B1; B2; B3; respectivamente. Por la astuta forma de de�nir la inversión, se
tiene

A4Ai �A4Bi = k = a14 � a24 � a34;

y de aquí obtenemos

A4B1 = a24 � a34; A4B2 = a14 � a34; A4B3 = a14 � a24:
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y podemos escribir

A4Ai
A4Bj

=
A4Aj
A4Bi

; i 6= j:

Los triángulos A4AiAj y A4BiBj son semejantes (la restricción de la inver-
sión al plano de esos triángulos es una inversión plana) y podemos completar
las razones anteriores con los terceros lados :

A4Ai
A4Bj

=
A4Aj
A4Bi

=
AiAj
BiBj

; i 6= j

y la segunda de las proporciones nos permite encontrar las longitudes de los
lados del triángulo B1B2B3 :

B2B3 =
a23 � a14 � a34

a34
= a14 � a23 = b1

B1B2 = a12 � a34 = b3
B1B3 = a13 � a24 = b2

que es lo anunciado.
Ahora estamos en condiciones de calcular el radio R. Llamando t al semi-

perímetro de (B); se tiene, por una parte,

S (B1B2B3) =
p
t (t� b1) (t� b2) (t� b3);

y

v(B1B2B3A4) =
1

3
S (B1B2B3) �A4P =

=
1

3

p
t (t� b1) (t� b2) (t� b3) �

a14 � a24 � a34
2R

;

pero la relación entre los volúmenes de los dos tetraedros da

v(A1A2A3A4)

v(B1B2B3A4)
=

a14 � a24 � a34
B1A4 �B2A4 �B3A4

=
1

a14 � a24 � a34
;

así que �nalmente se obtiene

R =

p
t (t� b1) (t� b2) (t� b3)

6V
:

(como los lados del triángulo (B) se expresan como producto de dos aristas de
(A), el radicando es de dimensión 8, y su raíz cuadrada de dimensión 4, mientras
que el denominador (el volumen) es de dimensión 3; la fórmula anterior es
dimensionalmente correcta).
La fórmula que acabamos de obtener es la generalización de la correspondi-

ente al triángulo:
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R =
abc

4S
:

- El radio de la esfera inscrita en un tetraedro vale

r =
3V

SA + SB + SC + SD
;

generalización de la correpondiente fórmula para los triángulos

r =
S

p
;

como es sabido, un triángulo tiene 4 círculos tritangentes, el círculo inscrito y los
tres círculos exinscritos; en el caso del tetraedro, el problema de la determinación
de las esferas cuadritangentes, es decir, tangentes a los cuatro planos de las caras
del tetraedro, tiene como máximo 8 soluciones; además de la esfera inscrita se
tienen las esferas exinscritas a las caras Ai; de radios

ri =
3V

Sj + Sh + Sk � Si
; fi; j; h; kg = f1; 2; 3; 4g

y las esferas exinscritas a las caras AiyAj ; de radios

rij =
3V

Sh + Sk � Si � Sj
; fi; j; h; kg = f1; 2; 3; 4g :

En este último caso, para que exista esfera exinscrita a las caras AiyAj tiene
que veri�carse la condición Sh + Sk � Si � Sj > 0:

En relación con las esferas tangentes a los planos del tetraedro, se veri�ca el
siguiente resultado : (Branzei-Anita-Cocea, pg.148)
En el tetraedro ABCD
a)Existen a lo sumo 8 esferas tangentes a los planos Af ; Bf ; Cf ; Df :
b)Existen siete esferas tangentes a esos planos si y sólo si existen dos parejas

de caras distintas que tienen igual la suma de sus áreas.
c)Existen seis esferas tangentes a los planos si y sólo si de las cuatro áreas

de las caras, dos a dos son iguales.
d)Existen cinco esferas tangentes a los planos si y solo si el tetraedro es

equifacial.

- La distancia entre el baricentro del tetraedro y el centro de la esfera cir-
cunscrita está dada por

OG2 = R2 � 1

16

�
a212 + a

2
13 + a

2
14 + a

2
23 + a

2
24 + a

2
34

�
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- Mientras en el triángulo existe una relación bien conocida (el teorema de
Euler) que relaciona la distancia entre el circuncentro y el incentro con los radios
de las circunferencias inscrita y circunscrita (a saber, IO2 = R (R� 2r) ), en
el tetraedro no ocurre lo mismo, salvo que se impongan condiciones especiales;
en Mathesis, 1924, p.256, Cl. Servais demostraba que, en general, no existe tal
relación, refutando la a�rmación hecha un siglo antes por Durrande. Cuando el
tetraedro es tal que A, I, O están alineados, entonces

IO2 = (R+ r) (R� 3r) :

Observación : Durrande es el descubridor de una relación entre la distan-
cia de I a O y los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita a un
cuadrilátero bicéntrico, es decir, que admite un círculo inscrito y uno circun-
scrito; tal relación es la siguiente:

d2 = R2 + r2 � r
p
4R2 + r2;

que se puede escribir también como (teorema de Fuss)

1

r2
=

1

(R+ d)
2 +

1

(R� d)2
;

que generaliza la correspondiente al triángulo, y que es probablemente de
Euler :

1

r
=

1

R+ d
+

1

R� d :

Otras esferas relacionadas con el tetraedro

Análogas al círculo de los 9 puntos
- La esfera de los doce puntos. Pasa por los centros de gravedad de las caras

(4), por los puntos situados a 1/3 de las distancias del punto de Monge a los vér-
tices(4) y por las proyecciones de esos puntos sobre las caras correpondientes(4).
Su radio es R=3; su centro E (de Euler) es el transformado de O en la homotecia
de centro G y razón 1=3:
Los puntos O,G,E y M (de Monge) forman una cuaterna armónica en la

recta de Euler del tetraedro.

- La esfera (O00)de los diez y seis puntos. Pasa por las proyecciones del
circuncentro O sobre las caras del tetraedro, Oa; Ob; Oc; Od: Estos cuatro puntos
son los centros de los circuncírculos de las caras. Consideremos las cuatro esferas
que tienen esos circuncírculos como secciones diametrales. El centro radical O0

de estas cuatro esferas es el punto isogonal de O con respecto al tetraedro. Luego
las proyecciones de O0 sobre las caras del tetraedro están en la esfera (O00): Los
puntos simétricos, con respecto a O00; de las 8 proyecciones de O y O0 sobre las
caras del tetraedro, están en (O00):
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Cuando se consideran tetraedros especiales, se de�nen otras esferas. Lo
iremos viendo en cada caso.

Extensión al tetraedro de los puntos isogonales. Teorema de Steiner

De�nición.-Los planos (PAiAj) y (QAiAj) son isogonales respecto al diedro
de arista aij en el tetraedro (A) = A1A2A3A4 cuando son simétricos respecto
del plano bisector de este diedro.

Esos planos son isogonales si y sólo si forman, con los planos (Ah) y (Ak);
respectivamente, diedros congruentes, para fi; j; h; kg = f1; 2; 3; 4g : Llamando
Pi; Qi a las proyecciones de los puntos P y Q sobre el plano (Ai); se veri�ca la
proposición :
Teorema : Los planos (PAiAj) y (QAiAj) son isogonales si y sólo si

PPh �QQh = PPk �QQk:

Teorema de Steiner
Se considera un tetraedro ABCD y los puntos E y F sobre la recta AD.

La condición necesaria y su�ciente para que los planos (BCE) (BCF ) sean
isogonales es que se veri�que la relación siguiente :

EA � FA � (SA)2 = ED � FD � (SD)2

Este teorema extiende al espacio la relación de Steiner sobre puntos isogo-
nales en el triángulo, y al mismo tiempo generaliza el teorema del plano bisector,
de Gergonne, que dice que el plano bisector de un diedro en el tetraedro ABCD
divide a la arista opuesta en la razón de las áreas de las caras que forman el
diedro; a su vez, este resultado generaliza el teorema de la bisectriz en un trián-
gulo.

También se veri�ca el resultado siguiente :
Teorema :Si (A) es un tetraedro y P es un punto arbitrario,distinto de los

vértices, entonces los isogonales de los planos (PAiAj) respecto de los diedros
de aristas aij del tetraedro (A) son concurrentes en un punto Q.
P y Q son isogonales conjugados, extensión al tetraedro del correpondiente

concepto en el triángulo.

Una de�nición alternativa del isogonal de un punto interior a un tetraedro
está dada en el siguiente resultado (Branzei-Anita-Cocea, p. 176):
Teorema : Sea ABCD un tetraedro y M un punto interior. Existe un único

punto M�, tal que, para toda permutación (X,Y,Z,U) de los vértices (A,B,C,D),
se veri�can las siguientes igualdades de ángulos diedros:

M
�dXY �Z = U �dXY �M 0; M

�dXY �U = Z �dXY �M 0:

Los puntos M y M�se llaman isogonales con respecto al tetraedro dado.
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El punto de L�Huillier (o primer punto de Lemoine) del tetraedro
Sea ABCD un tetraedro.
Existe un punto K interior al tetraedro, tal que la suma de los cuadrados

de sus distancias a las caras del tetraedro es mínima. K se llama punto de
L�Huillier o primer punto de Lemoine.
K es el isogonal del centro de gravedad del tetraedro.
Si (BCK) \AD = E; entonces se veri�ca

AE � (SA)2 = ED � (SD)2 :

Este resultado generaliza al tetraedro el teorema de Lemoine para el trián-
gulo; el punto de Lemoine del triángulo es el de concurrencia de las simedianas,
es decir, las rectas simétricas de las medianas respecto de las bisectrices. Cada
simediana divide al lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los cuadra-
dos de los lados adyacentes.

- Las 8 proyecciones, sobre las caras de un tetraedro, de dos puntos isogo-
nales, están en una esfera cuyo centro es el punto medio del segmento determi-
nado por los puntos isogonales. Esta es la esfera de los 8 puntos.

- El conjunto de puntos del espacio cuyo isogonal respecto de un tetraedro no
está determinado es una super�cie (llamada super�cie de Sartiaux del tetraedro)
cuya ecuación en coordenadas baricéntricas es

S21
x1
+
S22
x2
+
S23
x3
+
S24
x4
= 0;

y en coordenadas normales (proporcionales a las distancias del punto a las
caras del tetraedro),

S1
x1
+
S2
x2
+
S3
x3
+
S4
x4
= 0:

En el caso del triángulo, ese lugar geométrico es el círculo circunscrito.La
generalización al tetraedro del teorema de Simson para el triángulo es la siguiente
:
Las proyecciones de un punto del espacio sobre los planos de las caras de un

tetraedro son puntos coplanarios si y sólo si el punto pertenece a la super�cie
de Sartiaux del tetraedro, y ese plano se llama plano de Simson del tetraedro.
A.Sartiaux de�nió esta super�cie en un problema publicado en Nouvelles An-

nales de Mathématiques, 1866, cuando era alumno de l�École Polytechnique.El
problema es una generalización de otro publicado por Beltrami en la misma
revista, y dice lo siguiente:
Los puntos que dividen a los 28 segmentos que unen dos a dos los centros de

las 8 esferas inscritas en un tetraedro cualquiera en la razón de las distancias
de esos centros a un plano �jo, están sobre una super�cie de tercer orden que
contiene a las aristas del tetraedro. (Cuando el plano �jo es el plano del in�nito
se tiene el problema de Beltrami)
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De�nición:El isogonal de un plano mediano de un tetraedro se llama plano
simediano.

Como los planos medianos de un tetraedro concurren en el centro de gravedad,
los planos simedianos concurren en un punto K, llamado punto simediano (o
primer punto de Lemoine) del tetraedro, o punto de L�Huillier.
El punto simediano es el punto cuya suma de los cuadrados de las distancias

a las caras del tetraedro es mínima.

La super�cie de Sartiaux de un tetraedro es el lugar geométrico de los puntos
del espacio cuyos planos polares pasan por el punto simediano del tetraedro.

El Teorema de Desargues para tetraedros
Poncelet demostró el siguiente resultado:

Si para los tetraedros ABCD y A�B�C�D�las rectas AA�,BB�,CC�y DD�son
concurrentes en un punto O, y los planos correspondientes se intersecan según
las rectas

a = Af \A0f ; b = Bf \B0f ; c = Cf \ C 0f ; d = Df \D0f ;

entonces las rectas a,b,c d son coplanarias.
O es el centro de la homología y el plano que contiene a las rectas es el plano

de homología. Una demostración se puede encontrar en el libro de Branzei,
Anita y Cocea, pg.171.

3. Tetraedro ortocéntrico
Las propiedades siguientes son equivalentes :
1.- Las alturas de un tetraedro se cortan en un punto común.
2.- AD ? BC;AB ? CD y AC ? BD:
3.- (Feuerbach, 1827)

AB2 + CD2 = AC2 +BD2 = AD2 +BC2:

4.- Las tres bimedianas son iguales.
5.- Existe una constante k tal que

DA �DB � cos dADB = DB �DC � cos dBDC = DC �DA � cos dCDA = k
6.- (Vecten, 1817) La proyección ortogonal de cada vértice sobre la cara

opuesta es el ortocentro de dicha cara.

El esquema de la demostración es el siguiente :

(1) () (5)() (2)() (3)

(2) () (6)

10



Otras propiedades de los tetraedros ortocéntricos

a) Si ABCD es ortocéntrico, al menos una de sus caras es un triángulo
acutángulo.
b) Si ABCD es ortocéntrico, de ortocentro H, baricentro G y centro de la

esfera circunscrita O, entonces : i) G es el punto medio de OH (es decir, H
coincide con el punto de Monge). ii) Las perpendiculares a las caras trazadas
por sus respectivos centros de gravedad se cortan en un punto �; alineado con
G y H y tal que H� = 2 � �O:
c) Si ABCD es ortocéntrico, existe una esfera �2 que contiene a los orto-

centros y baricentros de las caras.Esta es la llamada Segunda esfera de los 12
puntos de un tetraedro ortocéntrico. El centro de esta esfera es un punto 
 de
la recta de Euler OH, y su radio es 1/3 del radio R de la esfera circunscrita. �2
divide a los segmentos HA,HB,HC,HD en la proporción 1:2 (Jacobi, 1834)
La primera esfera de los 12 puntos del tetraedro ortocéntrico pasa por los

puntos medios de las aristas y por los pies de las bialturas.
d) Si ABCD es ortocéntrico, los productos de aristas opuestas son inversa-

mente proporcionales a las distancias entre las rectas que las contienen.
e) Si ABCD es ortocéntrico,

AB2 � CD2 +AC2 �BD2 +AD2 �BC2 = 4
�
S2A + S

2
B + S

2
C + S

2
D

�
:

f) OH = 1
2 (OA+OB +OC +OD)

g)Los puntos medios de las aristas de un tetraedro ortocéntrico están en una
esfera de centro G y radio 1

4

p
AB2 + CD2; llamada esfera de Vogt, o esfera de

los 24 puntos del tetraedro ortocéntrico.Esta esfera corta a las caras del tetraedro
según los círculos de los 9 puntos de cada cara.Los 24 puntos son: en cada arista,
los puntos medios y los pies de las alturas de cada cara (12); y los puntos medios
de los segmentos BH1; CH1; DH1 (siendo H1 el ortocentro de BCD), en cada
cara (12).

4.Tetraedro equifacial
El tetraedro equifacial es a los tetraedros lo que el triángulo equilátero es a

los triángulos.

Las siguientes proposiciones son equivalentes :

1.- Las cuatro caras tienen la misma área
2.- Las cuatro alturas son iguales
3.- Las parejas de aristas opuestas son iguales
4.- Los cuatro ángulos triedros son iguales.
5.- Los ángulos diedros opuestos son iguales :

dAB = dCD;dAC = dBD;dAD = dBC:
6.- Los senos de los ángulos triedros son iguales
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�A = �B = �C = �D:

7.- Si G, O, I son el baricentro, el centro de la esfera circunscrita y el centro
de la esfera inscrita, entonces al menos dos de estos tres puntos coinciden.

Otras propiedades de los tetraedros equifaciales

El círculo de los 9 puntos de cualquier triángulo se extiende a la esfera de
los doce puntos. Esos doce puntos son :
- 4 proyecciones ortogonales A�,B�,C�,D�de cada vértice sobre la cara opuesta.
- 4 puntos medios de las alturas, A�,B�,C�,D�.
- 4 ortocentros de las caras HA;HB ;HC ;HD:
(En el caso del tetraedro ortocéntrico, los cuatro primeros y los cuatro últi-

mos coinciden)
El centro de la esfera es G, y su radio

p
R2 � 8r2:

Si SA; SB ; SC ; SD son las esferas exinscritas, de radios respectivos ra; rb; rc; rd,
entonces ABCD es equifacial si y sólo si ra = rb = rc = rd
Esto signi�ca que en un tetraedro equifacial sólo hay cinco esferas cuadri-

tangentes.

En un tetraedro equifacial ABCD, la esfera exinscrita SA; de centro Ia; tiene
los siguientes puntos de tangencia :
- con la cara opuesta a A, el ortocentro del triángulo BCD.
- con el plano opuesto a B, el punto E diametralmente opuesto a A en el

círculo OE circunscrito al triángulo ACD.

En un tetraedro equifacial, O = G = I = M = E; y recíprocamente, si dos
de estos puntos coinciden, el tetraedro es equifacial.

En un tetraedro equifacial, la suma de las distancias de un punto interior a
las caras del tetraedro es constante (generalización del teorema de Viviani para
el triángulo equilátero).

5. Tetraedro trirrectángulo

ABCD es trirrectángulo en D si dos cualesquiera de las rectas DA,DB,DC
son perpendiculares.
Un tetraedro trirrectángulo es siempre ortocéntrico.
Las propiedades de este tetraedro generalizan las propiedades métricas de

los triángulos rectángulos.
Notación especial en este caso
H será el ortocentro de ABC y E la proyección ortogonal de D sobre BC.

Los lados de ABC serán a,b,c.
SA será el área de la cara opuesta a A.

12



Propiedades de los tetraedros trirrectángulos
Si ABCD es trirrectángulo en D,

i) DH�2 = DA�2 +DB�2 +DC�2 (Generalización del teorema del cateto;
el recíproco no es cierto)
ii) cos2 dHDA+ cos2 dHDB + cos2 dHDC = 1
iii)cos2dBC + cos2dCA+ cos2dAB = 1
iv) (SDBC)

2
= SABC � SHBC (el recíproco no es cierto)

v) (Desargues, 1699)

(SA)
2
+ (SB)

2
+ (SC)

2
= (SD)

2

(generalización del teorema de Pitágoras)

vi) ABCD trirrectángulo en D si y sólo si se veri�can las tres relaciones

2DA2 = b2 + c2 � a2

2DB2 = a2 � b2 + c2

2DC2 = a2 + b2 � c2

6. Tetraedro de Crelle (o esqueleto, o circumscriptible)
Es aquél tal que existe una esfera tangente a las 6 aristas (esfera hexatan-

gente)
Las propiedades siguientes son equivalentes :

1.- ABCD es un tetraedro de Crelle
2.- AD +BC = AC +BD = AB + CD (Crelle, 1821)
3.- Entre los ángulos diedros se veri�ca la relación

dAB +dCD =dAC +dBD =dAD +dBC:
Propiedades

a) En un tetraedro de Crelle, con BC = a23; CA = a13; AB = a12; volumen
V y radio � de la esfera tangente a las seis aristas, se veri�ca

3V � = 2t1t2t3t4

donde t1 es la distancia del vértice A a los puntos de tangencia de la esfera
hexatangente con las tres aristas del tetraedro que concurren en A, y notaciones
análogas para los demás (G. Dostor, 1874).

b) En un tetraedro de Crelle, los tres segmentos que unen los puntos de
contacto de la esfera de Crelle con las aristas opuestas son concurrentes.
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c)En un tetraedro de Crelle los cuatro círculos inscritos de las cuatro caras
están en la misma esfera, y cada uno de ellos es tangente a los otros tres.
Recíprocamente, si los incírculos de dos de las caras de un tetraedro son

tangentes, cada uno, a los de las tres restantes, el tetraedro es de Crelle.

d)Sean p; q; r; s las longitudes de las tangentes desde A,B,C y D a la esfera
tangente a las aristas. Entonces

AB = p+ q;BC = q + r; CA = r + p:

Se puede probar (Altshiller, p.296-297) que si llamamos d al inradio de ABC,
se tiene

1

d2
=
1

qr
+
1

rp
+
1

pq
;

y que, si a; b; c son los inradios de BCD,CDA y DAB, entonces

1

a2
+
1

b2
+
1

c2
+
1

d2
= 2

�
1

pq
+
1

pr
+
1

ps
+
1

qr
+
1

qs
+
1

rs

�
:

7. Tetraedro isodinámico (o incéntrico)

Se llama tetraedro incéntrico o isodinámico un tetraedro (A) tal que las
rectas AiIi; que unen los vértices con los incentros de las caras opuesta, son
concurrentes.

Las siguientes proposiciones son equivalentes :

1.- El tetraedro es isodinámico.
2.- Los productos de pares de aristas opuestas son iguales :

a12 � a34 = a13 � a24 = a14 � a23
3.- Los productos de los senos de los diedros opuestos son iguales.

Otras propiedades de los tetraedros isodinámicos

a)Un tetraedro isodinámico es isofacial si y sólo si es ortocéntrico.
b)Un tetraedro isodinámico es isofacial si y sólo si es de Crelle.
c)El carácter de isodinámico de un tetraedro es invariante por inversión.
d)Si ABCD es isodinámico, existe al menos un punto W tal que los tetrae-

dros ABCW,WBCD,AWCD,ABWD son isodinámicos.Este punto W es el punto
isodinámico.
En general existen dos puntos isodinámicos en un tetraedro isodinámico;

ambos son inversos con respecto a la esfera circunscrita al tetraedro. Si sólo hay
un punto isodinámico, entonces ABCD es regular, y W coincide con el centro O
de la esfera circunscrita.
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Esferas de Lucas de un tetraedro isodinámico
Victor Thébault (Mathesis 1936) generalizó al tetraedro el problema de los

llamados círculos de Lucas para el triángulo : dado el triángulo ABC, determinar
tres círculos, tangentes al circuncírculo interiormente en A,B y C, y tangentes
exteriormente entre sí, dos a dos.
La construcción de los círculos en el plano es sorprendentemente sencilla,

usando la homotecia.
Dado el tetraedro ABCD, de aristas

BC = a;CA = b; AB = c;DA = a0; DB = b0; DC = c0

inscrito en la esfera (O) de radio R, estudiaremos cuando es posible construir
cuatro esferas !a; !b; !c; !d , mutuamente tangentes tres a tres, y además tan-
gentes interiores a (O) en A,B,C, y D. Sean �a; �b; �c; �d sus radios respectivos.
La generalización a una esfera de la fórmula que da la longitud de la tangente

común exterior a dos circunferencias es

4�b�c =
a2

R2
(R� �b) (R� �c)

y cinco fórmulas análogas, que cuando se multiplican agrupándolas conve-
nientemente dan nada menos que

16R4�a�b�c�d
(R� �a) (R� �b) (R� �c) (R� �d)

= (aa0)2 = (bb0)2 = (cc0)2:

Y esto signi�ca que una condición necesaria (que también es su�ciente) para
que existan esas cuatro esferas es que el tetraedro sea isodinámico.
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Día 15 de marzo de 2007.   Tiempo : 1 hora y 15 minutos 

 
No se permite el uso de calculadoras. Hay una única respuesta correcta para cada pregunta. Cada 
pregunta mal contestada se penaliza con 1/4 de los puntos que le corresponderían si fuera correcta. 
Las preguntas no contestadas no se puntúan ni se penalizan. Inicialmente tienes 30 puntos.  
 
 

Las preguntas 1 a 10 valen 3 puntos cada uno. 
 
 
 
 

Susana tiene una caja de cuerpos geométricos. 6 cubos pequeños pesan lo mismo que 7 cilindros; 
7 cilindros pesan lo mismo que 3 cubos grandes; y 2 cubos grandes pesan lo mismo que 200 g de 
chocolate. El peso de un cubo pequeño es: 
 
   A) 50gr.         B) 70 gr.         C) 100 gr.        D) 150 gr.        E) 200 gr. 
 
Tomás tiene una hucha. Saca de ella 6 euros para comprar un juguete. La semana siguiente. 
Recibe 2 euros de su abuela por recoger manzanas del jardín. Cuando pone este dinero en su 
hucha, tiene 10 euros. ¿Cuánto dinero había en la hucha al principio? 
 
   A) 8€              B) 10€            C) 12€              D) 14€             E) 16€ 
 
Ana, Berta, Cris, David y Eva están formando un círculo. Fanny está en el centro del círculo y 
empieza a contar de 1 a 12 empezando en Ana, siguiendo por Berta, etc. ¿Quién es el número 
12? 
 
    A) Ana           B) Berta         C) Cris              D) David          E) Eva 

 
El Sean r y s dos rectas paralelas. Marcamos 5 puntos en r y 3 en s. ¿De los segmentos 
determinados por dichos puntos, ¿cuántos hay con un extremo en r y el otro en s? 
 
      A) 8                B) 15           C) 18              D) 25              E) 28 
 
Para llegar a un refugio de montaña, Roberto deja su coche a una altura de 1500 m. Sube 600 m 
para llegar a un paso, baja hasta un lago que está 250 m más bajo que el paso, y vuelve a subir 
780m, por una pendiente, hasta alcanzar el refugio. ¿A qué altura está el refugio? 
 
    A) 2630 m       B) 2280 m        C) 3130 m        D)1930 m        E) 2880 m 
 
Hay 60 pájaros repartidos en tres árboles. En un momento dado, 6 pájaros vuelan del primer 
árbol, 8 del segundo y 4 del tercero. Entonces queda el mismo número de pájaros en cada uno de 
los tres árboles. ¿Cuántos había al principio en el segundo árbol? 
 
   A) 26              B) 24            C) 22             D) 21           E) 20 
 
Si cortas un metro cúbico en milímetros cúbicos, que colocas uno encima de otro, ¿qué altura 
alcanzarás? 
 
   A) 100 m       B) 1 km.      C) 10 km.        D) 1000 km.        E)100000 mm. 

 
Se eligen 3 números del conjunto {-5,4,3,-6,2} y se multiplican. ¿Cuál es el menor resultado que 
se puede obtener: 
 
    A) 72              B) -72            C) -60              D) -120             E) -50 
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La expresión 
88
1

88
89.87

87
1

−⋅  es igual a: 

 

    A) 1              B) 
88
1

           C) 0                   D) 
88
1

−           E) -1 

. 
 

Harry envía un mensaje a Potter a las 7h30m con una paloma mensajera, que lo entrega  a las 
9h10m. La paloma vuela 4 km en 10 minutos. ¿Qué distancia separa a Harry de Potter? 
 
   A) 14 km.        B) 20 km.         C) 40 km.        D) 56 km.         E) 64 km. 

 
 
 

Las preguntas 11 a 20 valen 4 puntos cada una 
 
 
 

 
Un paralelepípedo rectángulo 3×3×2 está formado por cubos unidad, y sus caras exteriores se 
pintan de rojo. ¿Cuántos cubos unidad tienen 2 caras rojas? 
 
   A) 10               B) 8              C) 6              D) 4           E) otra respuesta 

 
El dígito que ocupa el lugar 1000 en la sucesión 

                        012343210012343210012343210012…..  

es: 
 
       A)0             B) 1             C) 2             D) 3             E) 4 

 
La bisectriz BL (L está en el lado AC) del triángulo ABC divide al triángulo en dos triángulos, ABL 
y CBL, de la misma área. Entonces el triángulo ABC es, necesariamente, 
 
A) equilátero     B) isósceles    C) rectángulo      D) obtusángulo     E) imposible precisarlo 

 
El producto de las cifras de un número natural es 5040. ¿Cuál es el menor número natural con 
esta propiedad? 
 
     A) 57892             B) 87592           C) 25789            D) 45667              E) 25678 

 
 
El ángulo EAB = 75º, el ángulo ABE = 30º y los lados del cuadrado miden 
10 cm. La longitud del segmento EC es: 

 
   A) 8 cm.     B) 9 cm.      C) 9,5 cm.      D) 10 cm.       E) 11 cm. 

 

  
Marcando diez puntos equidistantes entre si, en una línea recta, ocupan una longitud s. Si en vez 
de 10 puntos se marcan 100 (a la misma distancia entre dos consecutivos que antes), ocupan una 
longitud S. ¿Cuántas veces es S mayor que s? 
 
A) 10 veces       B) imposible saberlo      C) 11 veces       D) 100 veces         E) 9 veces 
 
El volumen del agua al congelarse se incrementa en un 10%. ¿Qué porcentaje disminuye el 
volumen del hielo cuando se derrite? 
 

A)  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11
19 %         B) 9,11 %         C) 0,11 %           D) 1+1/11 %          E) 1/11 % 
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Se llena de zumo un vaso hasta una cuarta parte. Luego se incrementa el volumen de zumo en 
un 50%. ¿Qué fracción del total del vaso está llena ahora? 
 

     A) 
6
1

             B) 
2
1           C) 

8
1            D) 

8
3           E) 

4
3  

 
Un corredor de maratón empieza a correr a las 13h 47m ; recorre 42,196 km. Termina a las 16h 
18m. ¿Cuántos minutos ha corrido? 
 
     A)  91            B) 131        C) 151         D) 181       E) 191 

 
En la figura, se ha cortado un triángulo rectángulo a partir del cuadrado; 
los catetos del triángulo miden c (el lado del cuadrado) y x.  
El área del trapecio restante es: 
 

A) 
2
c

2
xc2
⋅

−
                      B) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
2

x1cc                  C) 2c
2
x
+−   

                       D) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − c

2
xc                              E) 2c

2
x.c
+− . 

 

 
 
 

Las preguntas 21 a 30 valen 5 puntos cada una 
 
 
 
 
La suma de cuatro números, a, b, c  y d es positiva. Se pueden formar cuatro sumas sumando 
tres de ellos: a+b+c, a+b+d, a+c+d, b+c+d. 
¿Cuántas de esas sumas se puede asegurar que son positivas? 
 
    A)1              B)  2                 C) 3                D) 4                 E) ninguna 

 
 
Los números que aparecen en las respuestas deben escribirse en orden creciente. ¿Cuál de ellos 
es el central? 
 

A) 10 2              B) 3 100000            C) 
321

1234            D) 1+10+10 2            E) π 5 

 
En la figura, ABCD y EFGH, con AB paralelo a EF, son dos cuadrados 
iguales. El área sombreada vale 1. ¿Cuál es el área del cuadrado ABCD? 
 

 A)  1         B) 2          C).
2
1          D) 

2
3         E) depende del dibujo 

 
 
 
Sea n mayor o igual que 2007. El mayor de los cinco números siguientes es: 

 

   A) 
2

n
1n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −            B) 

n
1n −           C) 

1n
n
+

         D) 
1n
2n

−
−         E) 

1n
1n

2

2

+
−   

 
 

¿Cuál de los siguientes números es la mejor aproximación del número 
37828

5673482
  

 
    A) 1,5                B) 12               C) 15                D) 120              E) 150 

 

 18 

 19 

 21 

 22 

 24 

 25 

 20 

 23 
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¿Cuál de las siguientes proposiciones es siempre falsa, para la suma S de cuatro números 
impares consecutivos cualesquiera? 
 
  A) S es par                B) S es múltiplo de 16          C) S nunca es un cuadrado perfecto 
    D) S puede ser cuadrado perfecto                 E) S es mayor o igual que 16. 

 
La culebrita Kiki medía 24 cm cuando nació. Desde entonces ha crecido 11 cm cada año. Su 
hermano Riki, cuatro años mayor que ella, medía 32 cm cuando nació y ha crecido 7 cm cada 
año. ¿Qué edad tendrá Kiki cuando los dos midan lo mismo? 
 
  A) 3 años            B) 5 años            C) 7 años            D) 8 años         E) 9 años 

 
Se corta una sección rectangular del bloque rectangular, como 
se muestra en la figura. Determinar el porcentaje de disminución 
del área. 
 
A) Menos que el12,5%                    B) 12,5%       
C) Entre el 12,5% y el 25%            D) 25%                             
E) Más del 25% 

 

 
En el triángulo PQR de la figura, el punto S divide a PQ en la 
razón 2:1. T es el punto de PR tal que el área de PST es la 
mitad del área del triángulo PQR. ¿En qué razón divide T a 
PR? 
 
A) 2 :1    B) 2:1    C) 3:1    D) 4:1    E) 6:1 

 

 
 
Marco y Jorge van a la piscina; empiezan a nadar al mismo tiempo y cada uno lo hace a velocidad 
constante. Al final de su cuarto largo, Marco pasa a Jorge por primera vez. Dejan de nadar al 
mismo tiempo, exactamente cuando Jorge ha terminado su décimo largo. ¿Cuántos largos ha 
nadado Marco? 
 
    A) 20                 B) 40              C)14                  D) 32                  E) 28 
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Competición Matemática Mediterránea 2008
Memorial Peter O�Halloran
Requena, 3 de mayo de 2008

Problema 1
Sea (ca) el círculo exinscrito de centro Ia, que es tangente al lado BC del

triángulo ABC en el punto D, y a las prolongaciones de los lados AC y AB en
los puntos E y Z, respectivamente. Si la recta ED es perpendicular al lado AB,
cortándolo en H, y la recta ZF es la perpendicular desde Z a la recta HIa,
cortándola en F, calcular los ángulos dBFD y dAFE:
Problema 2
Sean p y q enteros no nulos. Se supone que la ecuación

y4 + 2 (2p� 1) y2 + 8qy � (4p� 1) = 0 (1)

tiene una raíz entera, de signo contrario al de q: Demostrar que la ecuación

x3 + px+ q = 0 (2)

tiene al menos una raíz irracional.

Problema 3
La cuaterna (a; b; c; d) de enteros positivos se dice "interesante" si los números

a2; b2; c2; d2 + 1

son, en este orden, términos consecutivos de una progresión aritmética cre-
ciente.
a) Encontrar, al menos, una cuaterna interesante.
b) Decidir, razonadamente, si el número de todas las cuaternas interesantes

es �nito o in�nito.

Problema 4
Supongamos que los números reales x; y; z pertenecen al intervalo [0; 1) y

veri�can x+ y + z = 1:
Demostrar que r

xy

z + xy
+

r
xz

y + xz
+

r
yz

x+ yz
� 3

2
:

1



Problemas propuestos 156-160

Problema 156, propuesto por Ovidiu Furdui, Toledo (OH,USA)
Sea f una función tal que

f(x) = Tn (x) +Rn (x) ; para jxj < R;
donde Tn (x) es el polinomio de Taylor de grado n en 0: Hallar la suma

1X
n=1

(�1)n�1 (f (x)� Tn (x)) :

Problema 157, propuesto por Ovidiu Furdui, Toledo (OH,USA)
Sea k un número real positivo. Calcular

lim
n!1

1Z
0

nn
x

ok
dx;

donde fag = a� bac es la parte fraccionaria del número real a:
*Problema 158, propuesto por José Hernández Santiago, Oaxaca, México.
A,B y C son preguntados sobre el carácter de la serie

1� 1

22008
+

1

32008
� 1

42008
+ � � �

La persona A a�rma que la serie es convergente y que su suma es un
número irracional. La persona B concuerda con A en que es convergente, pero
a�rma que la suma es racional. Finalmente, el individuo C asegura que tanto A
como B están equivocados y que la serie ni siquiera es convergente. Un cuarto
individuo que pasaba po allí les recomienda solicitar el consejo de los lectores
de la Revista Escolar de la Olimpiada Iberoamericana de Matemáticas.
Suponga que ellos hacen caso de esta sugerencia. ¿Cuál sería su dictamen,

estimado lector?
Problema 159, propuesto por José Luis Díaz Barrero, Barcelona, España.
Calcular la suma

19

105
+
13

315
+

67

3465
+ � � �+ 4n2 + 16n+ 19

16n4 + 128n3 + 344n2 + 352n+ 105
+ � � �

Problema 160, propuesto por José Luis Díaz Barrero, Barcelona, España.
Sea Fn el n�ésimo número de Fibonacci, de�nido por

F0 = 0; F1 = 1; y para todo n > 2; Fn = Fn�1 + Fn�2:

Demostrar que

F 2n (Fn+2 + 2Fn+1) + F
2
n+1 (Fn+2 + Fn)

2
�
F 3n + F

3
n+1

�
+ 3FnFn+1Fn+2

< 1:

1



 
 

Problema 151 
 

Solución de Miguel Amengual Covas, Cala Figuera, Mallorca, España. 
 
 

Vamos a demostrar que BCRQ ⊥ . Un razonamiento análogo al que 
seguiremos sirve para probar que ABRP ⊥ .  

El cuadrilátero PBQR  tendrá, así, rectos dos ángulos opuestos lo cual es 
suficiente para asegurar que es inscriptible (en la circunferencia de diámetro 
BR ). 

 
 Sean D  y E  los pies de las alturas desde los vértices A  y C , 
respectivamente.  
 Sean U  y V  los respectivos puntos de intersección de la bisectriz interior 
del ángulo B  con la altura desde A  y con la bisectriz del ángulo agudo entre las 
alturas desde A  y C . 
 

o

o

A

CB

M

E

D

H

Q

V

P

U

R

 
 
 
 

 Los ángulos ABD  y AHE  son iguales, al ser ambos complementarios de 
BAD∠ . También son iguales AHE∠  y CHD∠ , por ser opuestos por el vértice. 

Por tanto, CHDABD ∠=∠  y, consiguientemente,  

UHVCHDABDUBD ∠=∠=∠=∠
2
1

2
1  

 Se sigue que los triángulos UBD  y UHV  son semejantes y, siendo 
rectángulo (en D ) el primero, también lo es el segundo con o90=∠UVH , esto es, 
la bisectriz interior del ángulo B  corta perpendicularmente a la bisectriz del 
ángulo agudo entre las alturas desde A  y C . 
 



 Consideramos un sistema de coordenadas con BC como eje de abscisas y 
AD  como eje de ordenadas y ponemos ( )aA ,0  , ( )0,bB  y ( )0,cC . 
 
 Se obtienen inmediatamente la ecuación de la bisectriz interior del ángulo 
B   
 ( ) abybabax =+−+ 22  (1) 

 y las coordenadas del ortocentro ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

a
bcH ,0 .  

 
La ecuación de la recta PQ , habida cuenta que es perpendicular a (1) y 

que pasa por H  es 

x
a

bab
a
bcy

22 +−
=+  

en la cual sustituimos 0=y  para obtener el valor de la abscisa del punto Q , 

22 bab
bcxQ

+−
=  

 

 La recta HM , habida cuenta que las coordenadas del punto M  son ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
,

2
ac  

tiene ecuación  

 x
ca

bca
a
bcy 22 +

=+  (2) 

 
 Eliminamos y  entre (1) y (2) y obtenemos el valor de la abscisa del punto 
R , a saber 

( )
222

22

bacbca
babcbcxR
+−+

+−−
=  

 Multiplicamos numerador y denominador por 22 bab +−  y 
simplificamos, el resultado es 

22 bab
bcxR

+−
=  

 
 Siendo iguales las abscisas de los puntos Q  y R , la recta QR  es 
perpendicular a BC , como queríamos demostrar, pues BC  es el eje de abscisas. 
  
 
  



PROBLEMA 151, propuesto por el editor (cuando se publique la solución se
dará cuenta de su procedencia; el problema no es nuevo)

El tringulo ABC es acutángulo y no isósceles. La bisectriz del ángulo agudo
entre las alturas desde A y C corta al lado AB en P y al lado BC en Q. La
bisectriz interior del ángulo B corta en R a la recta que une el ortocentro H
con el punto medio M del lado AC.

Demostrar que los puntos B,P,R, Q están en una circunferencia.

Solución por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Pública de Navarra,
Pamplona, España

Supongamos sin pérdida de generalidad que A > C. Es fácil comprobar
que el triángulo PBQ es isósceles en Q. Para ello, considérese que el ángulo
agudo formado por las alturas desde A y desde C es igual a B, pues el ángulo
formado por la altura desde A y el lado AB es π

2 − B, siendo recto el ángulo
entre la altura desde C y el lado AB. De forma similar, las alturas desde A y
B se cortan en un ángulo igual a C, y las alturas desde B y C se cortan en un
ángulo igual a A. Entonces, PQ forma con la altura desde B un ángulo igual
a C + B

2 = π
2 −

A−C
2 , con lo que al formar la altura desde B un ángulo igual a

π
2 − C con el lado BC, se tiene que PQ forma con el lado BC un ángulo igual
a π −

(
π
2 −

A−C
2

)
−

(
π
2 − C

)
= A+C

2 . De forma análoga se demuestra que éste
es también el ángulo que forman PQ con el lado AB.

Al ser PBQ isósceles en B, la bisectriz del ángulo B coincide con un diámetro
de la circunferencia circunscrita a PBQ, cortándola nuevamente en S. Lla-
mando T al punto donde la altura desde B corta de nuevo a la circunferencia
circunscrita a PBQ, y E al pie de la altura desde B sobre AC, demostraremos
que los triángulos THS y EHM son semejantes, lo cuál solucionará el prob-
lema, ya que entonces S estará sobre la recta HM y sobre la bisectriz de B,
coincidiendo por lo tanto con R, y estando sobre la misma circunferencia que
B,P,Q. Para demostrar que ambos triángulos son semejantes, vemos en primer
lugar que 6 HEM = 6 HTS = π

2 , pues 6 HTS = 6 BTS, y BS es por definición
diámetro de la circunferencia circunscrita a PBQ. Además, es conocido (o
fácilmente demostrable por el lector) que HE = 2r cos A cos C, donde r es el
radio de la circunferencia circunscrita a ABC, y se tiene fácilmente que

EM =
b

2
− c cos A =

a cos C − c cos A

2
= r sin(A− C),

donde se ha usado que b = a cos C+c cos A, y se ha aplicado el teorema del seno.
Como además 6 EBS = B

2 − 6 ABE = A−C
2 , entonces TS = 2ρ sin A−C

2 , siendo
ρ el radio de la circunferencia circunscrita a PBQ. Ahora bien, utilizando el
teorema del seno,

HT =
PT sin(6 HPT )

sin(6 PHT )
=

2ρ sin(6 PBT ) sin( 6 QBT )
sin(6 QHT )

=
2ρ cos A cos C

sin(C + B
2 )

,

y como C + B
2 = π

2 −
A−C

2 , entonces HT
HE = TS

EM , y hemos terminado.



Problema 152 
Dado un triángulo ABC y un punto P situado en su interior, trazar una recta MN, con M en el lado 
AC y N en el lado BC, que pasando por P divida al triángulo en dos partes que estén en una 
proporción dada. 
Solución.  

Denotaremos por [ ]..XYZ  el área de polígono de vértices XYZ..  y sea k tal que [ ]
[ ]
CMN

k
ABC

= . 

Suponiendo el problema resuelto, la posición de P queda fijada mediante las proyecciones paralelas 
a CA y CB en R y Q respectivamente. Pongamos finalmente ,p PR q PQ= =  y , .x CN y CM= =  
En términos de las incógnitas x, y las dos condiciones del enunciado se expresan: 

1 1
2 2

xysenC kabsenC xy kab= ⇔ =  (1) 

para la relación de las áreas y por la semejanza de PQN y MRP 
x p p qx py xy kab

q y q
−

= ⇒ + = =
−

 (2) 

para expresar la alineación de P con M y N. 
Formalmente el problema está resuelto como intersección de la hipérbola (1) con la recta (2) sujeto 
a las restricciones ,x a y b≤ ≤  inherentes al problema. 
Para poder resolverlo de modo geométrico comenzaremos por construir un paralelogramo CRSS’  
con dos vértices fijos C, R cuya área sea la del triángulo CMN  ( [ ]k ABC )  y cuyos lados tengan las 
direcciones de los lados CB y CA del triángulo como indica la figura. 
La construcción del punto S es inmediata sabiendo que 

1· · ·
2 2

kabq RS senC k ab senC RS
q

= ⇔ =  

(esta construcción se omite para no cargar dibujo). 
Finalmente determinaremos M y N con la condición [ ] [ ] [ ]'PST PRM TS N= + .  

b

a

p

q
T

M

N' N

V

S'

S

Q

R

A

C B

P




