
Problema 156, propuesto por Ovidio Furdui, Toledo (OH, USA).
Sea f una función tal que

f(x) = Tn(x) + Rn(x), para |x| < R

donde Tn(x) es el polinomio de Taylor de grado n en 0. Hallar la suma

∞∑
n=1

(−1)n−1(f(x)− Tn(x)).

Solución por José Heber Nieto, Maracaibo, Venezuela. Supongo que en el enun-
ciado, antes de “para |x| < R”, falta la condición ĺımn→∞Rn(x) = 0 u otra
equivalente, ya que de lo contrario la serie propuesta podría no converger (tó-
mese por ejemplo como f la función de Cauchy).

Entonces

2k∑
n=1

(−1)n−1(f(x)− Tn(x)) =
2k∑

n=1

(−1)nTn(x),

y como T2r − T2r−1 = f (2r)(0)x2r/(2r)! nos queda

2k∑
n=1

(−1)n−1(f(x)− Tn(x)) =
k∑

r=1

x2r

(2r)!
f (2r)(0).

Ahora bien, como para |x| < R se tiene

f(x) = ĺım
n→∞

Tn(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
f (n)(0),

también se cumple

f(−x) =
∞∑

n=0

(−1)nxn

n!
f (n)(0),

y promediando resulta

1
2
(
f(x) + f(−x)

)
− f(0) =

∞∑
r=1

x2r

(2r)!
f (2r)(0) = ĺım

k→∞

2k∑
n=1

(−1)n−1(f(x)− Tn(x)).

Y como para |x| < R se tiene ĺımn→∞Rn(x) = 0, resulta finalmente que

∞∑
n=1

(−1)n−1(f(x)− Tn(x)) =
1
2
(
f(x) + f(−x)

)
− f(0).
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