PROBLEMA 158, propuesto por José Herndndez Santiago, Oazaca, México.

A, B y C son preguntados sobre el cardcter de la serie

1 1 1
1= 22008 + 32008 42008 T

La persona A afirma que la serie es convergente y que su suma es un numero
irracional. La persona B concuerda con A en que es convergente, pero afirma que
la suma es racional. Finalmente, el individuo C asegura que tanto A como B
estan equivocados y que la serie ni siquiera es convergente. Un cuarto individuo
que pasaba por alli les recomienda solicitar el consejo de los lectores de la Revista
Escolar de la Olimpiada Iberoamericana de Matemticas.

Suponga que ellos hacen caso de esta sugerencia. Cudl serfa su dictamen, esti-
mado lector?

Solucion por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Piublica de Navarra, Pam-
plona, Espana

Demostraremos que A tiene razén y que las otras dos personas se equivocan. De
hecho, iremos mas alld y demostraremos que el valor de la suma es trascendente.
Para ello, utilizaremos el siguiente resultado, relativamente conocido (ver por ejem-
plo por ejemplo http://planetmath.org/?op=getobj&{rom=objects&id=10235 para
una demostracién):
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donde ((z) es la funcién zeta de Riemann y B, son los nimeros de Bernoulli,
definidos respectivamente como
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donde la segunda definicién de la funcién zeta es conclusién de la primera cuando
x es entero positivo.

Demostraremos que los nimeros de Bernoulli son racionales, quedando entonces
demostrado que ¢(2008) es un multiplo racional no nulo de una potencia entera
de 7, es decir, que ((2008) es trascendente. La demostracién de que los nimeros
de Bernoulli son racionales es relativamente sencilla por induccién, ya que se com-
prueba facilmente que By =1, By = —%, y en general,
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donde la notacién indica que la expresién entre paréntesis ha de ser evaluada en el
limite cuando u tiende a 0. Luego para todo N > 2,
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de donde para N > 2, se cumple Zg;ol (J: ) B,,. Podemos entonces expresar cada
By_1 para N > 2 como combinacion lineal, con coeficientes racionales, de los B,,
conn € {0,1,...,N — 2}, y al ser By y Bj racionales, todos los B,, son racionales,
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con lo que concluye la demostracién de que ((2008) es trascendente. Ahora bien,
llamando S a la suma que se estd estudiando, se tiene que

6(2008) ~ 5 = e (14 g + s+ ) =

= 22008 922008 32008 e 922008
22008 -2

de donde S es un miltiplo racional de ¢(2008), y por lo tanto también trascendente.
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