Problema 160, propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espaia.

Sea F, el n—ésimo numero de Fibonacci, definido por
F,=0, F,=1,yparatodon>2, F, =F, ,+F, ,.
Demostrar que
Fnz(Fn+2 + 2Fn+l)+ Fn2+1(Fn+2 + Fn) <1
Z(Fn3+F3 )+3F F..F '

n+1 n' n+l' n+2

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego, Viveiro, Lugo.

Seann>0,a=F,, b=F,_, yc=F,,.Pordefinicion, c=F, ., =F,,, +F, =b+a.

Ademés, {F,} es creciente, de donde 0=F, <F, =ay 0<F,<F,, =b, con lo cual

0< 2b° < 2(a® +b?)+ 3abc, siendo entonces la desigualdad a demostrar

a’(c+2b)+b?(c+a)
2(a® +b® )+ 3abc

& a’(a+3b)+b*(2a+b)<2(a® +b*)+3ab(a+b)

< 0<2a’+2b® +3a’b+3ab® -a® -3a’b - 2ab® - b®

< 0<a®+b?®+ab?, que es cierta porque 0 <b® <a®+b* +ab?.

<1 a’(c+2b)+b?(c+a)<2(a® +b° )+ 3abc

Nota: La demostracion anterior realmente prueba un resultado mas general, que es

el siguiente:
Sean a y b numeros reales talesque 0<ay O<b,ysea c=a+b.Entonces
a’(c+2b)+b*(c+a)
3 <1
Z(a +b )+ 3abc

Es maés, si, bajo las mismas hipétesis, se analiza con algo mas de detalle, se ve que
si en vez de la desigualdad que se ha obtenido al final, 0 < a® +b® +ab?, se
hubiese obtenido la 0 < b*, el resultado se seguiria dando; esto ocurre si por
ejemplo en lugar de a®(c+2b)+b*(c+a)=a’(a+3b)+b*(2a+b) enel
numerador se coloca a®(2a+3b)+b?(3a+b)=a’(b+2c)+b?(2a+c), dando

origen a este otro resultado, ain mas general:
Sean a y b numeros reales talesque 0<ay O<b,ysea c=a+b.Entonces

a’(b+2c)+b?(2a+c)
3 <1
2(a +b )+ 3abc
el cual sugiere la siguiente posible reformulacion del problema:
Sea F, el n—esimo numero de Fibonacci, definido por

F,=0, F,=1,yparatodon>2, F,=F _;+F,,.

Demostrar que
I:n2 (2 I:n+2 + Fn+1)+ I:n2+1(|:n+2 + 2Fn) <1.
2(F2 +F2,)+3F,F,.F

n+1

n+l' n+2
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