Las demostraciones alternativas como recurso cientifico y
didactico. El caso de la infinitud de los nUmeros primos.

Vicente Vicario Garcia

En este articulo pretendemos poner de relieve la importancia de las componentes
cientifica y didactica asociadas a las demostraciones alternativas de una misma
proposiciéon matematica. La pluralidad demostrativa nos permite interpretar las
funciones de la demostracion y enriquecer la comprension de un determinado objeto
matematico. Es esta gama de posibilidades y relaciones demostrativas la que nos ayuda
a alcanzar la 6ptima comprension significativa asociada a la demostracion matematica y
establecer conexiones, a veces inesperadas.

Introduccion

Una manera de hacer mas significativa la comprension asociada al contenido de
la demostracion de una proposicion matematica es abordar ésta desde diferentes
vertientes. Desde el punto de vista cientifico, las demostraciones alternativas de una
misma proposicion brindan espléndidas garantias de poder interconectar y explorar un
determinado objeto matematico a través de diversas ramas de la matematica, quizas
remotas, para poder asi llegar a un alto nivel de comprension de la proposicion
demostrada y de todo su entorno asociado. Creemos que es muy conveniente poder
utilizar, siempre que sea posible, distintas técnicas para demostrar una misma
proposicion, ya que nos permite intuir, clarificar, verificar y proporcionar, en muchos
casos, pautas explicativas. Ademads, las diferentes demostraciones suelen aportar
matices nuevos que pueden ser interesantes y que nos dan idea de qué camino escoger
mas acorde a la potencia demostrativa o explicativa que pretendemos en un determinado
contexto.

Otra razon esencial para el estudio y andlisis de las demostraciones alternativas
es su aplicacion en el campo de la didactica de la matematica, y mas concretamente, en
el aula. Parece razonable pensar que si disponemos de algunas demostraciones
alternativas de una proposicion, podemos emplear €stas segin los fines que se deseen y
dependiendo del nivel del auditorio al que se destinan. Podemos también etiquetar y
analizar cada demostracion segun el marco de las funciones mas relevantes que muestre,
como verificacién, sistematizacion, y explicacion, ademas de otras.” Cada nueva
demostracion debe hacernos reflexionar fundamentalmente sobre su alcance junto con el
grado de interconexion y simplicidad que exhibe respecto de otras demostraciones.

El propodsito de estas lineas es reflejar esta dinamica con un ejemplo
paradigmatico como el elegido: “El caso de la infinitud de los ndmeros primos”.

¥ Véanse el articulo iniciador “El papel y la funcion de la demostracion en matematicas” de M. de
Villiers, Universidad de Stellenbosch, Africa del Sur, en Epsilon, N° 26, 1993. pp. 15-30. Este articulo es
una version traducida al castellano y adaptada del articulo aparecido en Pythagoras, 24 Nov, 1990,
traducido y publicado con la correspondiente autorizacion.

 yéase el articulo “Concepciones del profesor de secundaria sobre la demostracion matematica. El caso

de la irracionalidad de 2 y las funciones de la demostracion” de Vicente Vicario Garcia y José
Carrillo Yanez en IX simposio de la SEIEM, Cérdoba, 2005, pp 145-152.



Creemos que la pluralidad demostrativa que se muestra en este trabajo habla por si sola
de la potente gama de ideas cientifico-didacticas y conclusiones que se pueden extraer
del mismo.

A continuacion, y después de un breve preambulo sobre los nimeros primos y
sus caracterizaciones bdsicas, exponemos algunas demostraciones elementales de la
infinitud de los numeros primos. En una parte de las mismas se asumen como
previamente demostrados otros teoremas que se especifican, en otras, se escriben
algunos comentarios historicos relativos a la demostracion. Obviamente, existen
versiones muy potentes relativas a la distribucion de los nimeros primos como el
postulado de Bertrand o incluso el famoso teorema del numero primo (TNP), pero
nuestro objetivo aqui es s6lo el andlisis de demostraciones simples y relativamente
breves.

La sucesion de los numeros primos 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,...
extraida del conjunto de los nimeros naturales nos es completamente familiar. Muchos
problemas y muy profundos, algunos de los cuales son muy sencillos de enunciar y
extraordinariamente complejos de demostrar, han sido planteados a cerca de esta serie
de nuimeros que ha sido objeto de estudio y reflexion a lo largo de los ultimos
veinticinco siglos. Ya en 1751 el genial y prolifico matematico suizo Leonhard Euler
(1707, 1783) expresaba lo siguiente:

“Los matematicos han intentado en vano, hasta ahora, descubrir algin orden en
la secuencia de los nimeros primos y tenemos razones para creer que se trata
de un misterio en el que nunca penetrara la mente humana”.

Es fécil construir mecdnicamente una tabla de nimeros primos hasta un limite
moderado N, mediante un procedimiento conocido ya por los antiguos matematicos
griegos denominado “Criba de EratOstenes”. Para ello se escriben todos los niimeros
naturales desde 2 hasta N. A partir de aqui, comenzamos con el 2 y tachamos en
sucesion, de dos en dos, todos los nimeros de la lista. El siguiente nimero no tachado,
el 3, es primo, y comenzamos desde este numero tachando todos los enteros de tres en
tres, no tachados previamente. El siguiente nimero no tachado, el 5, es primo, y
tachamos ahora todos los multiplos de cinco no tachados previamente, contando para
ello de cinco en cinco. Asi proseguimos sucesivamente hasta considerar el ultimo primo
p<+/N vy se detiene el proceso. Los numeros que quedan sin tachar, junto con los

iniciales ya considerados, son todos los numeros primos hasta N. Este tipo de
construccién nos muestra que los nimeros primos son cada vez mas escasos.

Por otra parte, es sencillo comprender que existen en la recta numérica bloques
de enteros compuestos consecutivos tan grandes como queramos. El precio a pagar es
que debemos utilizar nimeros cada vez mayores. Basta observar que para cualquier
n>1, los nimeros consecutivos n+2, n+3,..., n+n son todos compuestos. Nuestro
objetivo ahora es demostrar, e intentar comprender, por qué existen infinitos niimeros
primos aunque estos se hagan cada vez mas raros.

Veamos a continuacion diversas demostraciones relativamente breves de la
infinitud de los numeros primos:

Proposicion: “El conjunto de los nimeros primos contiene infinitos elementos”.



12 Demostracion (Euclides): Razonaremos por reduccion al absurdo. Supongamos que
el namero de primos sea finito. Sean entonces los numeros primos los elementos del
conjunto {pl, Py, Pyseees pn}. Construyamos el nimero N =p,-p,-p;-...-p, +1. Este

nimero N, o bien es primo, o bien es divisible por algin nimero primo (

necesariamente distinto a los p, anteriores. Por tanto, en cualquier caso, hemos llegado

a una contradiccion que demuestra el teorema.’

22 Demostracion (Hermite): Sean n=1,2,3,... los numeros naturales y g, el factor

primo mas pequefio de nH4+1 para cada valor de n. Como (Q, tiene que ser

necesariamente mayor que N, se deduce que esta sucesion contiene infinitos elementos
distintos, y que por tanto existen infinitos nimeros primos.

3% Demostracion (Saidak): Sea n un numero natural arbitrario. Sabemos que puesto
que Ny n+1 son numeros naturales consecutivos deben ser primos entre si. Entonces el
nimero N, =n(n+1) debe tener, como minimo, dos factores primos distintos.

Analogamente, los nimeros naturales n(n+1) y n(n+1)+1, son consecutivos y, por
tanto, primos entre si. En consecuencia, el nimero N; =n(n+1)-[n(n+1) +1] debe tener,

como minimo, tres factores primos diferentes. Este proceso puede ser continuado
indefinidamente, asi que el conjunto de los nimeros primos es infinito.”

42 Demostracion (Odoni): Se considera la sucesion recurrente €,,, =€, -€, -€, ---€, +1

con € =2 y n>1. Podemos observar que si i# j entonces m.c.d.(e;,e;)=1 ya que
cualquier factor primo comun a €; y €; debe dividir a 1. Sea ahora p; el menor nimero
primo que aparece en la descomposicion en factores primos de €,, entonces la sucesion

Pi> Pys Pysees Pyse-- €8 UNa sucesion infinita de primos distintos, lo que demuestra el

'[601‘611121.;t

52 Demostracion (Stieltjes): Asumiremos (para abreviar la exposiciéon) como lema
previo en esta demostracion la proposicion siguiente debida a Euclides: “Sea p numero
primo que divide al producto de naturales ab. Entonces p divide a o p divide b”. (esta
proposicion aparece en Los Elementos como Proposicion 30 del libro VII, a veces
denominada, lema de Euclides.

Razonaremos por reduccion al absurdo. Supongamos que el nimero de primos
es finito. Sea Q el producto de todos los nimeros primos y sean m>1 y n>1 dos

" Esta demostracion clasica aparece en el libro IX de Los Elementos como proposicion 20. Puede
reformularse trivialmente de manera que se transforme en una demostracion directa, en lugar de la
demostracion indirecta dada. Para ello, basta considerar un conjunto de niimeros primos consecutivos

{pl, PysP3aees pn} y construir el numero N = p; - p, - p3 -..- p, +1 que debe ser divisible por algin
numero primo distinto a los anteriores. Obsérvese que el razonamiento proporciona un método para
construir o identificar, al menos teéricamente, nuevos niimeros primos.

* Esta bellisima demostracion es extraordinariamente reciente y aparecio en un articulo de Filip Saidak
con el titulo “A new Proof of Euclid’s theorem” en American Mathematical Monthly, December 2006, pp.
937-938.

1 . ‘7 2
Obsérvese que claramente se cumple la relacion e, | = e —e, +1.



enteros positivos con Q =m-n. Se tiene entonces, segun el lema de Euclides, que todo

nimero primo p divide, o bien a m, o bien a n, pero no a ambos (M y N son primos entre
si). Entonces m+n no puede tener ningtn divisor primo, lo que es una contradiccion.

62 Demostracion (Euler): El gran matematico Leonhard Euler llegd a descubrir
relaciones sorprendentes entre la teoria de numeros y el analisis. En su articulo “Variae
observationes circa series infinitas” de 1737, demostr6 que la divergencia de la serie
armonica implica, de forma sorprendente, la existencia de infinitos nimeros primos.

La demostracion siguiente, por reduccion al absurdo, se basa en el teorema
fundamental de la aritmética y en la divergencia de la serie armoénica.’

Supongamos que existen solamente Kk nGmeros primos distintos
{ P> PysPss-s Py - Aplicando el teorema fundamental de la aritmética, sabemos que
todo nimero natural n es descomponible en forma unica (salvo reordenaciones triviales)
o A a, ay
en la forma candnica n= p;* - p5* -+ P, .

Partimos ahora de la siguiente relacion, que es facil de verificar, ya que en el
miembro de la derecha aparecen todos los inversos de los nlimeros naturales:

" El comportamiento divergente de la serie armonica ya habia sido detectado en el siglo XIV por Oresme.
Agrupd los sucesivos términos de la serie armonica colocando el primer y segundo términos en un primer
grupo, los dos términos siguientes en un segundo grupo, los cuatro términos que le siguen en un tercer

; . s . m-1 ., .
grupo, y asi sucesivamente, de manera que el grupo m-ésimo incluye 2 términos. Entonces es claro
que tenemos infinitos grupos de términos y que la suma de los términos relativos a cada grupo es mayor o
igual que 1/2, por lo que sumando una cantidad suficiente de términos podemos superar cualquier nimero

dado.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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También el matematico Pietro Mengoli (1625,1686) redescubri6 el resultado de Oresme sobre la
divergencia de la serie armoénica asociando términos, teorema que se suele atribuir a Jacques Bernouilli
que en 1689 proporciono en su Tractatus de seriebus infinitis una demostracion especialmente elegante y
rigurosa y que damos a continuacion. En su demostracion, Jacques afirma primero que, si a>1, entonces

1 1 1

1
E+m+m+...+a—221.

1

. . . 1 1 1 2 1
Para ello basta considerar la clara desigualdad siguiente — +——=+..+ =z >(@” - a)a—2 =1-7

y a partir de aqui, llegamos a lo afirmado por Bernouilli. Por tanto, aplicando esta desigualdad sobre los
términos de la serie armonica, llegamos a la relacion siguiente:

0
B SR S O S PR W T (O SNV AN () PR
kél K 1+(2+3+4J+(5+6+'"+25}L(26+27+'"+676)+"'_1+1+1+1+'"

de la que se deduce que la serie armonica crece mas que cualquier niimero prefijado. Otra demostracion
radicalmente diferente de la divergencia de la serie armonica fue dada por su hermano Jean Bernouilli.
El propio Euler proporcioné otra demostracion en su Introductio in Analisin Infinitorum de 1748, pero
resultd poco rigurosa bajo el prisma actual, ya que en ella se omitian conceptos como
convergencia/divergencia de una serie.



il:(1+i+i+ ](1+L+L+ ) (1+L+L2+...j [1]
=t N P p1 P, p2 P Py

Ademas, a partir del valor de la suma de los infinitos términos de una serie
geométrica convergente, tenemos que

=1 1 1 1
3o . 2
~n 1 1 1 (2]
" l-— 1-— 1-—

P, P, Py

lo que es absurdo, ya que la serie arménica Z—, como es sabido, es divergente.
n=l1

728 Demostracion (Euler): Esta es otra demostracion debida a Euler. Demostraremos
que la suma de los inversos de los numeros primos es divergente utilizando los recursos
del andlisis matematico, lo cual, como corolario evidente, nos proporciona la infinitud
de los numeros primos. Obsérvese que en esta demostracion volvemos a emplear el
teorema fundamental de la aritmética y la divergencia de la serie armonica. Ciertamente
demostramos mucho mas que la infinitud de los nimeros primos.

Demostracion: Denotaremos p, el n-ésimo niimero primo. Sea m un nimero natural

m=>2. Cada nimero natural N<m es un producto Unico (salvo reordenaciones
triviales) de potencias de numeros primos p con p <n<m. Por otra parte, para cada

nimero primo P se tiene

1
Yr=—t 3]
o P2

Es claro que se tiene la desigualdad siguiente

donde el producto estd extendido a los numeros primos p <m. De la desigualdad
anterior y del desarrollo de In(1 - X) se deduce que
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n= 1 p<m p<m j=1 Jp p<m p p j=2 Jp



_Z Y s +Zm:;sl+zl [5]
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1
a que —— —— | =1 puesto que esta ultima serie es una
vad Zn(n—l) Zn(n—l) Z( nj P a

n=2 n=2 n=2
serie telescopica. Ahora bien, como m es arbltrario, a partir de la divergencia de la serie
armonica, se deduce entonces que

lim zl =400 [6]

Observemos también, a partir de este breve analisis, que el crecimiento de la
serie de los inversos de los numeros primos hacia infinito es extremadamente lento,
pero existen otras series de crecimiento todavia mas lento. *

82 Demostracion (Erdds): La siguiente demostracion fue dada por el genial y muy
prolifico matematico hiingaro P. Erdds en el siglo XX. Supongamos que 2,3,5,...p; son

los primeros j numeros primos y sea N(X) el niimero de naturales menores o iguales
que X que no son divisibles por ningun primo p > p;.

Podemos expresar cualquier n en la forma n=n’-m donde m es un nimero
natural libre de cuadrados y entonces no divisible por el cuadrado de ningiin nimero
. b; ’ . i
primo. Entonces m=2".3%...p ;/ donde b; es 0 6 1. Por otra parte, existen 2}

posibles cambios para los exponentes y por tanto, no mas de 2! diferentes valores de m.

. n 1 . L . . .
" Obtener el caricter asintético de Y. —— supone otra serie de estimaciones mas complejas que también
n=1 pp
Euler obtuvo, pero no con el debido rigor. En realidad, refinando el argumento anterior, se puede obtener

) 1 1 . .
la expresion Y —=Inlnn+ B+ O(l—j donde B es una constante caracterizada por la expresion
nn

p<n p

1 1
B=y+> {ln(l - —] + —} ~0.26149... donde y es la famosa constante de Euler.
p p Y

! Piénsese en la llamada escala logaritmica de series, todas ellas divergentes, con ritmo de divergencia
q | N N N 1 N 1
cada vez mdslento: ngln n=1Nlnn ’nzl nlnnlnlnn’nzlnlnnlnlnnlnlnlnn T

respectivamente

asintdticas a Inn,Inlnn,Inlnlnn,Inlnlnlnn,...



Ademas n, <~/n </x y entonces no existen mas de +/x diferentes valores de n,
teniéndose que N(X) < Jx-20,

Abhora, si el nimero de primos fuese finito, sean estos los numeros 2,3,5,..., p i

En este caso N(X) =X para todos los valores de X y entonces X <2’ X , que es lo

mismo que X < 2%, lo que es absurdo para x> 2% +1."

92 Demostracion (Goldbach): Consideraremos los denominados niimeros de Fermat

n ¥ . ., . . .

F =2> +1 con n>0." Demostremos por induccién que se verifica la siguiente
n-1

relacion H F. = F, —2 entre los nimeros de Fermat. Para n =1, tenemos que F, =3 y
k=0

F, —2 =3. Aplicando la hipdtesis inductiva, tenemos que

f[Fk =(ﬁ FKJ- F =(F, -2)-F = (22" —1)-(22” +1)=22”” ~1=F,, -2 [7]
k=0 k=0

n-1
Por tanto, de la relacion: H F, = F, —2, podemos observar que dos cualesquiera
k=0
nimeros de Fermat son primos entre si, y se deduce la existencia de infinitos niumeros
primos.

102 Demostracion (Schorn): Para la demostracion observemos que si 1<i< j<n,
entonces m.c.d.[(n!)i +1,(nN) j +1]=1. De hecho, escribiendo j=i+d, entonces
I<d<n y m.c.d.[(n!)i+1,(n!)j +1]: m.c.d.[(n!)i +1,(n!)d]:1, porque todo primo p
dividiendo (n!)d es a lo sumo igual a n. Ahora, si el nimero de primos fuese m,
tomemos n=m+1. Lo anterior implica que los m+1 enteros (M+1)!i+1 con

1<i<m+1 son primos entre si, dos a dos, asi que existen como minimo m+1
distintos primos en contra de la hipotesis.

" Este mismo razonamiento de Erdds se puede emplear para demostrar de forma indirecta la divergencia
de los inversos de los nimeros primos. Véase la clasica “Introduction to the Theory of Numbers”, de
Hardy and Wright, fifth edition, Clarendon Press, Oxford, pag 17.

* Entre los muchos resultados de Fermat relativos a la teoria de nimeros primos, surge uno especialmente
relevante relacionado con una induccion precipitada. Creia haber determinado una soluciéon al viejo
problema de construir una féormula que diese s6lo nimeros primos para todos los valores de la variable.

. . m . . ~
No es dificil demostrar que 2 +1 no puede ser primo a no ser que M sea una potencia de 2 y engafiado

S, , 2N ,
esta vez por su intuicién, pensaba que los niimeros de la forma F_ = 2° +1 (nimeros de Fermat Fn)

n
eran primos para todo valor de n. En 1732 Euler tras un intenso calculo y probando con unos

determinados candidatos a divisores, demostrd que F, = 225 +1 =4.294.967.297 es divisible por 641

con lo que la conjetura de Fermat resultaba errénea. Actualmente esta conjetura esta tan devaluada que
los matematicos se inclinan mas bien a la opinién contraria, es decir, la de que no hay ningin numero
primo de Fermat a partir de F,. Se conoce actualmente que para todos los n tales que 5 < n <22y otros

valores de n mucho mayores los nimeros de Fermat F, son todos compuestos. Sin embargo, no se sabe
actualmente si existe un numero finito o infinito de nimeros primos de Fermat.



112 Demostracién (Euler): Asumiremos (para abreviar la exposicién) como lema
previo en esta demostracion la proposicion siguiente debida a Euler: “Sean a y n
nameros naturales tales que m.cd.(a,n)=1, entonces en el lenguaje de las
congruencias se tiene que a”™ =1(mdd.n), donde ¢(n)es la famosa funcién
indicador de Euler que representa el nimero de los nimeros 1,2,...,n que son primos
con n. Aqui tomamos por definicién ¢(1) =1

Sean a y n numeros naturales tales que m.c.d.(a,n) =1. El menor nimero natural
d tal que a® =1(mod.n) se denomina el orden de a (mdd.n). Por el anterior teorema el
orden d existe y ademas divide a ¢(n). En efecto, d divide a todo entero K tal que
a* =1 (madd.n) porque por el algoritmo de la division k =dg+r con 0<r<d y de

aqui a" =1 (mdd.n) y por consiguiente, puesto que d es minimo, se deduce que r =0.

Para demostrar la infinitud de los nimeros primos consideremos los nimeros de
la forma 2P -1 con p ntmero primo (denominados nimeros de Mersenne) y
demostremos que cualesquiera de sus factores primos ( han de ser de la forma 2kp +1
que obviamente son mayores que p. En efecto, sea ( cualquier factor primo de 2° —1.
Entonces, en virtud del teorema de Euler, se tiene que 2% =1 (m6d.q)y como el orden
de 2 (mdd.q)es claramente p se tiene que p divide a q—1 y de aqui se concluye la
demostracion.

12° Demostracion: Sean p,,p,...p; nimeros primos consecutivos. Consideremos

ahora los ntimeros de Mersenne asociados 2" —1,2™ —1,...2" —1. Es fécil ver, a partir
del argumento utilizado en la demostracion anterior, que estos niimeros son primos
entre si, dos a dos, y en consecuencia, existen infinitos nimeros primos.

132 Demostracion (Vinogradov): En esta exética demostracion se asume que se ha

demostrado previamente la irracionalidad de un valor particular de la funciéon zeta de
2

Riemann, en particular de ¢(2) (Euler demostré6 que ¢(2) =%) sin  recurrir,

obviamente, a la infinitud de los nimeros primos, salvando asi un argumento circular.

Supongamos que el nimero de primos sea finito. Sean entonces los niimeros
primos los elementos del conjunto {pl, Pys Pysees Py } Por las relaciones ya comentadas

entre la funcion zeta y los nimeros primos tenemos que

§(2)=in%=(1+%+#+..}---(1+%+%+...] [8]

lo que es absurdo, ya que el primer miembro de la igualdad es un nimero irracional y el
segundo es racional.

1
" Se puede deducir la siguiente expresion para la funcién indicador ¢ (n) = n ]_/[ (1 - —J donde el
n p

producto se refiere a todos los primos de la descomposicion de n.



142 Demostracion (basada en la sucesion de Fibonacci): En esta demostracion
utilizaremos la conocida sucesion de Fibonacci definida en la forma F, =F _, +F, ,

con F, =F,=1. Para demostrar la infinitud de los niimeros primos, necesitamos

obtener dos relaciones importantes entre los nimeros de Fibonacci. Inicialmente
demostraremos, por induccion, que se cumple la siguiente relacion:

Teorema: “SiendoF, el n-ésimo numero de Fibonacci definido por F, =F, =1,
F,=F, , +F, , entoncessecumpleque F,, =FF. . +F _F,, ¥Ymn2>1"
Demostracion: La demostracion la efectuaremos por inducciéon sobre m. Para m = 1,
tenemos la relacion F,,, =F, -1+ F _,-1=F F, + F _ F,. Asi que la expresion es cierta
¥n con m = 1. Asumiremos que la expresion es cierta Vn con m =M y demostraremos
que la expresion también es cierta con m=M + 1.

F

n+M+1

= I:n+M + I:(n—1)+M = I:n I:M+1 + I:n—l I:M + Fn—l I:M+1 + I:n—2 I:M =
= FnFMH +(Fn—1 + Fn—z)FM + Fn—lFM+1 = Fn(FM + FM+1)+ Fn—lFMH =
= Fn FM 2t Fn—l FM +1 [9]

y por tanto la proposicion dada es cierta ¥Yn con m = M + 1 y el teorema queda
demostrado. Por otra parte, surge ahora facilmente un importante corolario asociado a
este resultado, que también se demuestra facilmente por induccion.

Corolariol: “F, dividea F,,, vm,n>1".

Demostracion: La demostracion la efectuaremos por induccion sobre m. Param =1, F,

ciertamente es divisible por si mismo. Supongamos que la proposicion es cierta Vn con
m = M. Entonces para m =M + 1, tenemos utilizando la proposicion anterior
F F

n(M+1) — FnM+n — FnM Fn+1 + FnM—l Fn [10]

Por la hipotesis de induccion F, divide a F,, y entonces la ultima expresion es
divisible por . Esto implica que F, divide a F,,,, asi que el resultado es cierto para

m =M + 1y el corolario estd demostrado.

El segundo importante resultado sobre la sucesion de Fibonacci que nos interesa
aqui es el siguiente:
m'C‘d ‘(Fa ’ Fb ) = Fm.cd‘(a,b) [1 1]

Para demostrarlo es 1til recordar las etapas del algoritmo de Euclides junto con
el corolario anterior. Supongamos a>b > 0. Recordemos que sus etapas son las
siguientes:

a=>bq, +r, 0<r <b
b=q,r +r, 0<r <,



n-1 :qn+1rn' [12]

Denotemos ahora por d al m.c.d.(a,b). Como d/a (d divide a) y d/b (d divide b)
se deduce que d/r, (d divider,). Continuando las etapas del algoritmo, se obtiene que
d/r, para cada s. Asi tenemos que d/r, y por tanto d <r, . Por otra parte, recorriendo
las etapas del algoritmo en sentido inverso tenemos la secuencia r, /1, ,,...,r, /b,r./a
luego r,/dy por tanto d >r,. Se deduce pues, una doble desigualdad, que implica

d =r,. Tenemos pues, las relaciones siguientes:

mcd(F,,F,)=mcd(F,.F, .. )J=mcd(F,.F, -F.. +Fy F) [13]

ag,; +n ) r+l

y como F, dividea F,, -F ., por el corolario anterior, entonces se tiene
mcd.(F,,F,)=mcd/(F,.F,_ F,) [14]

Ademas, es claro que dos niimeros de Fibonacci consecutivos son primos entre

si. Por tanto, tenemos que m.c.d .(FaqI s Fag 1 ) =1 y llegamos a la relacion

mcd(F,,F, ,-F. )=mcd(F,,F, )J=mcd.(F,,F,) [15]

ag-1 "' a>'r
Repitiendo el mismo razonamiento obtenemos

m.c.d .(F F ): m.c.d.(Frszr] ): ..=mcd .(F,n , FM) [16]

n°'a

ycomo 1, /r, = F_/F_ (por el corolario anterior) = m.c.d.(Frn F ): F. . De aqui

se deduce la relacion buscada

m.c.d .(Fa, Fb): F. = Facdap) [17]

De esta ultima relacion deducimos inmediatamente como corolario la existencia
de infinitos nimeros primos. Basta observar la secuencia de numeros de Fibonacci
{F,.F, .. F, }que esta formada por nimeros primos entre si, dos a dos.}

" Obsérvese que se cumple la relacién més fuerte m.c.d.(n,m)=1=m.c.d(Fn,Fm)=1.
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COMENTARIOS

Hemos podido observar una gran diversidad en las demostraciones que se han
presentado sobre la infinitud de los nimeros primos. Todas ellas se han escogido por su
naturaleza de demostraciones elementales. Entre ellas hay demostraciones relativamente
breves en las que sobresale su caracter puramente verificativo, como las demostraciones
de Euclides, Hermite, Saidak, Odoni y Schorn. Podemos observar que estas
demostraciones se limitan a verificar la infinitud de los numeros primos pero no aportan
esencialmente mucho mas a la comprension de la distribucion de los mismos. Algunas
de ellas se dan en su version de demostracion indirecta, aunque como hemos notado, las
cuatro se pueden reformular trivialmente hasta convertirlas en demostraciones directas.

Las demostraciones de Euclides y Hermite son muy similares. Las dos son
demostraciones elementales que no recurren a otros resultados previos como a la
unicidad de la descomposicion de un numero natural en factores primos o a otros
teoremas sofisticados, unicamente se basan en que el menor divisor de un nimero
natural es un numero primo. La demostracion de Saidak es incluso conceptualmente
mas simple que las dos citadas. En su argumentacion, Euclides se limita a demostrar
que si {pl, Pys Psseees pn} es un conjunto de numeros primos consecutivos, entonces en

el intervalo (p,, p, - P, P;-...- P, +1] existe siempre un nimero primo. De hecho, se
pueden hacer ligeras modificaciones del argumento de Euclides para obtener mas

;
precision. En realidad, si r>2 entonces el intervalo (pr,H p, +1] contiene dos
1

nimeros primos ya que un mismo nimero primo g no puede dividir simultineamente a

r r
H p,+1 ya H p, —1 puesto que entonces tendria que dividir a su diferencia 2.8
1 1

La demostracion de Euclides es muy ingeniosa y aplicable a la demostracion de
la infinitud de los nimeros primos de otras clases como los nimeros primos de la forma
4n—1, 6n+1, 6n+5 y otras. A modo de ejemplo, para demostrar que existen infinitos
numeros primos de la forma 4n—1 podemos razonar por reduccidon al absurdo y
suponer que existe un nimero finito de tales primos siendo p el mayor de ellos. Ahora

r
f Si r>3, entonces el intervalo (p,,IIp;) contiene como minimo |_10g2(2r)J+1 nimeros primos.
2

Observemos que para r =3 o r =4 el resultado puede obtenerse directamente. Supongamos que r > 5.

Observemos que ps =11>2-5 y que solo son naturales consecutivos los primos 2 y 3, por tanto,

]

r r
2r < p, . Entonces vj/1< j< L10g2(2r)J+1 , los nimeros IT p; -2 pertenecen al intervalo (p,,IIp;) ¥y
2 2

j

son primos entre si dos a dos. Claramente 2" <4r<2p, y de aqui se sigue que

J

r j

i r
I1 p; -0 3p, 2" > p, . Ademas [Ip; -2° no es divisible por p; para 1<i<r asi que existe un
2 2

r ; . ] .
primo qj >p, con qj/Ilp; -2 si j#k, entonces qj #dy para J va que si
2
r k ik j—k .
aj /];[ Pi -2 =qj;/(2" -2") lo que absurdo, ya que 2 y 2 -1 son estrictamente menores que p,,

que a su vez es menor que qj y por tanto este ultimo no puede dividir a oK (2 I 1).

11



consideremos el nimero N =2*-3-5-.-p—1. Como N es de la forma 4k —1, no puede
ser primo ya que p era el mayor de todos. Es claro que ningiin nimero primo menor o
igual que p divide N y por tanto sus factores primos son mayores que p. Por otra parte,
no todos los factores primos de N pueden ser de la forma 4k +1, puesto que en ese
caso, su producto claramente también lo seria y evidentemente N, no lo es. Por lo tanto,
algiin factor primo de N ha de ser de la forma 4k —1, lo que es absurdo. Esta
contradiccion demuestra el teorema. De nuevo, debemos indicar que se puede
trivialmente reformular esta demostracion para convertirla en una demostraciéon de
caracter directo.*

Desgraciadamente la demostracion de la infinitud de los nameros primos de la
forma 4n+1 no se puede efectuar mediante una extension sencilla del argumento de
Euclides. Existen varias formas elementales alternativas de demostracion para este caso.
A continuacion expondremos brevemente una de ellas.

Para demostrar la infinitud de los nimeros primos de la forma 4n+1,
supondremos dado un N >1, y en el lenguaje de las congruencias, siempre se podra
encontrar un numero primo de la forma p=1(mo6d.4) y mayor que N. Para ello

. , 2 .
consideremos el numero M :(N!) +1 y sea p el factor primo menor de M que
necesariamente debe ser mayor que N, puesto que claramente ninguno de los nimeros

{2,3,4,...,N} puede ser divisor de M. Entonces tenemos que (N !)2 =—1(mdbd.p) lo que
p-1
nos lleva a la relacion (N !)p_l =(—1) 2 (mdd.p) que junto con el teorema de Euler (ya
L%
comentado anteriormente en este articulo) produce (—1) 2 =1 (mdd.p) y esto implica
que p =1(mdd.4). Esto concluye la demostracion.

En realidad, existen otros casos mas generales de progresiones aritméticas para
las que podemos encontrar demostraciones relativamente sencillas “ad hoc”.

Por otra parte, las demostraciones de Odoni y Schorn son también elementales y
relativamente breves, pero su estructura es radicalmente diferente a las demostraciones
de Euclides y Hermite. Las demostraciones de Odoni y Schorn se basan en construir
secuencias infinitas de nimeros naturales que sean primos dos a dos, lo que es bastante
mas que demostrar la infinitud de los nimeros primos. Observemos que tampoco se
basan en otros teoremas previos.

La demostracion de Goldbach, también se basa en generar una secuencia
infinita de nimeros naturales primos, dos a dos, tal como la secuencia que forman los
nimeros de Fermat. En esta demostracion se explicita ya la propia secuencia y no
aparece de forma recursiva como en la demostracion de Odoni.

* P. G. Dirichlet demostrd en 1834 el profundo teorema que establece que si m.c.d.(a,b) =1entonces la
progresion aritmética {an + b} contiene infinitos nimeros primos. La demostracién aportada por Dirichlet
exigia importantes herramientas del analisis matematico. La demostracion muestra que la serie

1
> — es divergente.
p=a(maéd.m) p
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Incluso la demostracion basada en la sucesion de Fibonacci se basa en generar
también otra secuencia infinita de numeros naturales primos entre si, tal como la
secuencia de los numeros de Fibonacci que tengan como subindices dos nimeros
naturales que sean primos.
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Problemas para los mas jovenes (33)
Algunos problemas de la XVI OMCEP (Costa Rica 2008)

PJ33.1

El niUmero de lados de un cuadrado, multiplicado por el niumero de
vértices del cuadrado, es igual a:

A) Cuatro B) ocho C) nueve D) diezy seis
PJ33.2
¢Cudl es el poligono regular que tiene mas diagonales que lados?
A) Tridngulo B) Cuadrado C) pentagono D) ninguno
PJ33.3
¢Cual de los siguientes numeros es divisible por 9?
A) 333 B) 444 C) 777 D) 888
PJ33.4
Si hoy es martes, ¢(qué dia de la semana sera dentro de 31 dias?
A) Martes B) Miércoles C) Jueves D) viernes
PJ33.5
El triAngulo que tiene mas ejes de simetria es el triangulo...
A) Escaleno B) equilatero C) rectangulo D) isGsceles
PJ33.6

¢Cuantos minutos hay en un cuarto de un tercio de la mitad de una
hora?

A) 2,5 B)10 C)5 D) 4,5
PJ33.7

Llamaremos fechas primas a las fechas del afio en las cuales el mes y
el dia corresponden a numeros primos. Por ejemplo, el 17 de mayo
(mayo es el mes 5). Lo escribimos (17;5). ¢Cuales son la primera y la
ultima fecha prima del afno?



A) (1;1) y (12;31) B) (2;2) y (29;11) C©C) (2;2) y (5:12) D)
(3;3) y (23;11)

PJ33.8

¢Cuantos numeros primos son mayores que 83 y menores que 907
A)O B)1 C)2 D)4

PJ33.9

En el aino 2007, Edna Parker, de Indiana (EEUU) e Yone Minagawa,
de Fukuoka (Japon) tenian 114 afos de edad y se decia que eran las
mujeres de mas edad del mundo. ¢({Qué edad tenian cuando se inicio
en 1948 la revolucion en Costa Rica?

A) 59 afos B) 55 afios C) 45 afios D) 65 afos
PJ33.10
¢ENn cuantos numeros de dos cifras la suma de sus digitos es 3?

A)En3 B)en 20 C)en 30 D)en masde 30



Problemas de nivel medio y de Olimpiadas 33

Cinco problemas del Duelo Matematico 08

PMO33.1

El ortocentro H de un triAngulo acutangulo ABC se transforma
respectivamente en los puntos A; ,B; , C; en las simetrias axiales
cuyos ejes son los lados a,b y c del triAngulo. Se supone que se
verifican las siguientes igualdades de angulos:

C:AB1 = CA1B

A;BC; = AB41C

B1CA; = BC4A.
Demostrar que ABC es equilatero.
PMO33.2

Determinar todas las ternas (X,Yy,z) de enteros positivos tales que se
verifique la igualdad

3+X+y+z = XyzZ.
PMO33.3

Sea ABCD un tetraedro con tres aristas mutuamente perpendiculares
en el vértice D. Sea S el centro de su esfera circunscrita. Probar que
el baricentro T de su cara ABC esta en la recta DS.

PMO33.4

Determinar todos los enteros positivos n para los cuales existen
enteros positivos X,y tales que se cumplen las dos igualdades
x+y=n?, 10x+y = n>.

PMO33.5
Sean a,b,c numeros reales. Demostrar que
V =4(a*+b%+c?) — ((a+b)? +(b+c)? +(c+a)?)

Es siempre no negativo y determiner todos los valores de a,b,c para
los que V = 0.






Problemas 161-165
Problema 161

En mi barrio hay una cuadrilla de 9 chicos y chicas que, después de
las clases, juegan juntos, dividiéndose cada dia aleatoriamente en
grupos de 3, de forma independiente a como se hayan dividido en
dias anteriores. Al empezar a jugar, cada grupo elige entre dos
opciones: jugar a las tiendas o jugar al escondite, eligiéndose el
juego que prefieren al menos dos de los miembros del grupo. Cada
vez que un chico o chica juega a un juego, se lo pasa tan bien que
ése pasa a ser su juego preferido, aunque no lo fuera antes. Durante
el verano, cada uno de los chicos y chicas pasa sus vacaciones en un
lugar diferente, y se les olvida cudl era su juego favorito, teniendo a
la vuelta de vacaciones, cada uno de forma independiente, la misma
probabilidad de preferir uno u otro juego el primer dia que vuelven a
jugar juntos. Después del dia n-ésimo después de las vacaciones,
¢cudl es la probabilidad de que toda la cuadrilla prefiera el mismo
juego?

(Propuesto por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Publica de
Navarra, Pamplona, Espaia).

Problema 162

Sea O el punto de interseccidon de las diagonales AC y BD de un
cuadrilatero convexo ABCD. Sean 1, 1,, I;, 1, los respectivos

incentros de AOAB, AOBC, AOCD, AODA.

Si LI, es un paralelogramo, demostrar que ABCD es un

paralelogramo.

(Propuesto por Miguel Amengual Covas, Santanyi, Espafia)

Problema 163

Se considera la sucesion (An,), con n=1, dada por la relacion de

recurrencia

An+1=2An +V(ARZ +An+19),



Con A=1.

i) Estudiar la convergencia de esta sucesion.
i) Hallar el dominio de convergencia de la serie de potencias
de término general A x" .

(Propuesto por Laurentiu Modan, Bucarest, Rumania)

Problema 164

Sean ABC un tridngulo y P un punto cualquiera de su plano. Sea D la
proyeccion de P sobre BC. La perpendicular por B a BC corta a la
perpendicular por P a AB en E, y la perpendicular por CaBCy la
perpendicular por P a AC se cortan en F. Sean M y N los puntos de
interseccion de las diagonales de los trapecios PDBE y PDCF, y sean J
y K las proyecciones de M y N sobre la recta BC.

B J D K

Hallar, en cada caso, el lugar geométrico de los puntos P que
cumplen

a) La recta MN es paralela a BC.
b) Los puntos J y K coinciden.
c) D es el punto medio de Jy K.
d) El angulo MDN es recto.

(Propuesto por Francisco Javier Garcia Capitan, Priego de Coérdoba,
Espana).



Problema 165

El triangulo ABC es isOsceles, con AB = AC. Las rectas BD (con D en
el lado AC) y CH (con H en el segmento BD) lo dividen en tres
triangulos, cuyos incirculos tienen el mismo radio r. Encontrar la
relacion entre r y la longitud de CH.

(Propuesto por Hidetosi Fukagawa, Aichi, Japon).



Problema 156, propuesto por Ovidio Furdui, Toledo (OH, USA).
Sea f una funcién tal que

flz) =T, (z) + Ry(z), para|z|] <R

donde T;,(z) es el polinomio de Taylor de grado n en 0. Hallar la suma

(D" (f(@) = Tu)).

Solucion por José Heber Nieto, Maracaibo, Venezuela. Supongo que en el enun-
ciado, antes de “para |z| < R”, falta la condicion lim,,_.., R,(z) = 0 u otra
equivalente, ya que de lo contrario la serie propuesta podria no converger (t6-
mese por ejemplo como f la funcién de Cauchy).

Entonces
2k 2k
S DTN (@) = Ta(@) = D (1) T (),

y como Ty, — Tor—1 = P (0)x" /(2r)! nos queda

2k 2

SN @) = Talw) = 3 0,

n=1 r=1

Ahora bien, como para |z| < R se tiene
oo xn
- 1 - (n)
Fa) = tim Toa) = 3" 250 0),

n—oo .
n=0

también se cumple

y promediando resulta

() + Fa)) — 70) = 3 2 6 (0) = tim S (1) (f(x) — Ta(a))
2r)! k

DN | =

o0

YD f@) — Tu@) =

n=1



PROBLEMA 157, propuesto por Ovidiu Furdwi, Toledo (OH,USA).

Sea k un nimero real positivo. Calcular
1

k
lim {E} dx,
n—oo 0 €T
donde {a} = a — |a] es la parte fraccionaria del nimero real a.

Solucion por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Publica de Navarra, Pam-
plona, Espana

Hallamos en primer lugar el valor para k = 1. Para ello, tomemos la integral entre
% v 1, y dejemos que N tienda a infinito de forma independiente a n. Expresando el
intervalo de integracion (%, 1] como la unién disjunta de subintervalos de la forma

—n__ 21" es claro que la parte entera de & es constante en cada subintervalo, y
m+1’>m |’ x )

es igual a m, con lo que

niN-—1 m+1 nN-—1 n
/N{ dac— Z/ f—m dx—nmznln - an:nm+1:
=n Xn:i—lnn —-n nzN:lfln(nN)
- m:lm m:lm '

Ahora bien, como cuando M tiende a infinito se tiene que

M
1 1 1
In M — 40
n;m Ry Vi <M2>

entonces cuando n y N tienden a infinito, se tiene que

Linyk 1 1 1
/}v{x} dzn7+2+0<n)nvO<N),

que obviamente tiende a % cuando n y N tienden a infinito, con lo que

1
n 1
lim {7} do = -
n—oo Jo Lz 2

Retomamos ahora el caso general para un valor cualquiera de k, y realizamos la

division del intervalo de integraciéon en subintervalos de la forma (m’fH , —] para

después realizar el cambio de variable y = 2 —m, con lo que dx =
intervalo, obteniéndose que

1 k e’} % k ) 1 kd
—¢ dr= / (— — m) dr=n E / _J 7
/0 { z m=n # x m=n "0 (y + m>2

Notese entonces que, llamando I,,, a la integral del ultimo término, se tiene que

1 lykdk>l >/1 ykdk 1
(k+Dm?  Jo m> = "7 Jo (m+1)2 (k+1)(m+1)%

con lo que
n i 1 >/1{n
kE+1 m? o
m=n

ﬁ en cada

=1
T2



Esto concluye el problema, ya que por una parte se constata ficilmente que la
diferencia entre las cotas superior e inferior es m, que claramente tiende a cero
al tender n a infinito, con lo que el limite pedido es igual al limite de cualquiera

de las dos cotas, mientras que por otra parte, salvo el factor de kl?, las cotas no
dependen de k, con lo que el limite es de la forma I%Ll’ donde A es una constante
que no depende de k, y por comparacion con el caso k = 1 se encuentra facilmente
que A = 1. Luego el valor del limite pedido es %_H para todo real positivo k.



PROBLEMA 158, propuesto por José Herndndez Santiago, Oazaca, México.

A, B y C son preguntados sobre el cardcter de la serie

1 1 1
1= 22008 + 32008 42008 T

La persona A afirma que la serie es convergente y que su suma es un numero
irracional. La persona B concuerda con A en que es convergente, pero afirma que
la suma es racional. Finalmente, el individuo C asegura que tanto A como B
estan equivocados y que la serie ni siquiera es convergente. Un cuarto individuo
que pasaba por alli les recomienda solicitar el consejo de los lectores de la Revista
Escolar de la Olimpiada Iberoamericana de Matemticas.

Suponga que ellos hacen caso de esta sugerencia. Cudl serfa su dictamen, esti-
mado lector?

Solucion por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Piublica de Navarra, Pam-
plona, Espana

Demostraremos que A tiene razén y que las otras dos personas se equivocan. De
hecho, iremos mas alld y demostraremos que el valor de la suma es trascendente.
Para ello, utilizaremos el siguiente resultado, relativamente conocido (ver por ejem-
plo por ejemplo http://planetmath.org/?op=getobj&{rom=objects&id=10235 para
una demostracién):

C(Qn) (71)n7122n71B2n

w2 (2n)! ’
donde ((z) es la funcién zeta de Riemann y B, son los nimeros de Bernoulli,
definidos respectivamente como

1 © ot ldy 1 m >, B,u™
C(x)I’(x)/O e —1 7";;7 e“—limzzo m!

donde la segunda definicién de la funcién zeta es conclusién de la primera cuando
x es entero positivo.

Demostraremos que los nimeros de Bernoulli son racionales, quedando entonces
demostrado que ¢(2008) es un multiplo racional no nulo de una potencia entera
de 7, es decir, que ((2008) es trascendente. La demostracién de que los nimeros
de Bernoulli son racionales es relativamente sencilla por induccién, ya que se com-
prueba facilmente que By =1, By = —%, y en general,

d¥  u
B, = —
(du” ey — 1)

donde la notacién indica que la expresién entre paréntesis ha de ser evaluada en el
limite cuando u tiende a 0. Luego para todo N > 2,

> (0 =3 () () (5)

n=0 n=0

_ a¥  uet _ dVu avou

B (Meu_l) o (wv) o (weu—J
de donde para N > 2, se cumple Zg;ol (J: ) B,,. Podemos entonces expresar cada
By_1 para N > 2 como combinacion lineal, con coeficientes racionales, de los B,,
conn € {0,1,...,N — 2}, y al ser By y Bj racionales, todos los B,, son racionales,

1

b
u—0

u—0

:O+BNa

u—0




