PROBLEMA 162, propuesto por Miguel Amengual Covas, Santanyi, Esparia

Sea O el punto de interseccion de las diagonales AC' y BD de un cuadrilatero
convexo ABCD. Sean I, I, 13,1, los respectivos incentros de AOAB, AOBC,
AOCD, AODA. Si I115I51; es un paralelogramo, demostrar que ABCD es un
paralelogramo.

Solucion por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Publica de Navarra, Pam-
plona, Espana

Al ser I 15 || I3ly, los lados I115 e I31y del paralelogramo I 115314 forman el
mismo angulo a con BD, con lo que 1y + 719 = I1Issina = I3l sina = r3 4+ ry4. De
la misma forma, ro + r3 = rqy + 71, luego 71 = r3 y 79 = 4. Supongamos ademsds,
sin pérdida de generalidad, que OA > OC' y OB > OD, y sean k = % >1ly

p= g—g > 1. El cociente entre las areas respectivas de OAB y OCD es
OA+OB+AB OA-OB
OC+0D+CD _0C-0D P
al ser r1 =r3 y LZAOB = ZCOD. Entonces, AB = x(p — 1)OC + p(k — 1)OD +
kpC D, y utilizando el teorema del coseno,
AB? = K?00? +p*0OD? +2k%p(p—1)OC(OC+C D) +2p*k(k—1)OD(OD +CD)+
+2kp(k — 1)(p — 1)OC - OD — 2k*p*OC - OD cos a.

Por la desigualdad triangular, OC + CD > OD, luego (p — 1)(OC + CD)
(p—1)OD, con igualdad siy sélosi p = 1, y de la misma forma (k—1)(OD+CD)
(k —1)OC. Entonces,

AB? > k20C? 4 p?0OD? + 2kp(3kp — 2k — 2p + 1 — Kpcos @) OC - OD.
Finalmente, utilizando también el teorema del coseno se tiene que
AB? = 0A? + OB? —20A - OB cosa = 20C? + p*0OD?* — 2kpOC - OD cos a,

con lo que insertando la acotacién anterior para AB?, queda, tras simplificar,

>
>

(kp—1)cosa > 3kp — 2k —2p + 1.

Como el miembro de la izquierda no supera kp — 1, se tiene que (k — 1)(p —1) <0,
que sélo puede darse con igualdad, al ser el miembro de la izquierda no negativo.
Se tiene entonces que todas las anteriores desigualdades deben cumplirse como
igualdades, con lo que kK = p = 1, y al cortarse entonces las diagonales de ABCD
en sus puntos medios, ABC'D es un paralelogramo, ged.
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