PROBLEMA 163, propuesto por Laurentiu Modan, Rumania

Se considera la sucesién (4,,), con n > 1, dada por la relacién de recurrencia
An+1 — 2An + \/ A% + A12'L+17
con A; = 1.

i) Estudiar la convergencia de esta sucesién.
ii) Hallar el dominio de convergencia de la serie de potencias de termino general
Apxm™.

Solucion por Daniel Lasaosa Medarde, Universidad Publica de Navarra, Pam-
plona, Espana
El problema tal y como estd formulado no tiene solucién, ya que si A, > 0,

claramente es A, 11 > (/A2 + A2 41 > Apy1, absurdo. Tiene sentido sin embargo
el problema si se define, para algin 1 > « > 0, la relacién de recurrencia como

Apgr =24, +/ A2 + A2 .

En este caso, restando 2A4,, de ambos miembros y elevando al cuadrado se obtiene
A2 (1—a) —4A, A, + 342 =0,
con soluciones
Ani1 241430
A, 1—-« '
La rafz negativa no tiene sentido, ya que claramente A,.q > 24, > 0 (ver-
ificable de forma trivial por induccién al ser A; = 1). Se tiene entonces que

n—1
A, = 2“'17 V_ll'?’a . Ahora bien, el numerador es mayor que 2 y el denomi-
nador menor que 1, luego A, 41 es la n-ésima potencia de un nimero mayor que 1,

y la serie diverge. Se tiene ademds que
iA oo Ll-a > (2+\/mx>”
=" 2+ V1+3a = -« ’
serie geométrica que claramente converge siempre que la razén sea menor que 1, es

11—« _ 2—/143a
24+V1+3a 3 .

decir, siempre que = <
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