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Los entes precursores de las funciones trigonométricas se remontan al Antiguo
Egipto y Babilonia, y surgieron en un contexto puramente geométrico, como
respuesta a problemas astronémicos. En el siglo XVIII, gracias a los trabajos de
L. Euler, se comienzan a tratar a los conceptos trigonométricos de seno, coseno,
etc. como funciones propiamente dichas, e independientes de cualquier
consideracion geométrica, a lo cual se debe que actualmente estén vinculados con
practicamente todas las ramas de la Matemaética.

En la Teoria Analitica de los Numeros, y en particular, en el dificil campo de los
numeros primos, estas funciones, relacionadas con la exponencial por via de la
unidad imaginaria(i = /—1), fueron la clave para la demostracién de 1.
Vinogrédov de la Conjetura Débil de Goldbach(todo ntimero impar a partir de 5
es la suma de como méximo tres primos), para ntmeros naturales suficientemente
grandes.

En la presente nota vamos a exponer dos nuevas pruebas del conocido hecho de
que existen infinitos nimeros primos, basadas en las funciones trigonométricas, y
en especial, en la propiedad de periodicidad de las mismas.

Teorema.(Euclides) Ezisten infinitos nimeros primos.

B Demostracion 1.(del autor) Sea P el conjunto de los niimeros primos,
supongamos que es finito, y llamemos N al producto de sus elementos. Para cada
p € P, sabemos que la funcién de variable real x — sen "]'7”” es 2p-periddica, luego,

es también 2N-periddica. Definimos la siguiente funcién de variable real:

f(x):= 1] sen L
p€eP p
Como f es el producto de funciones 2N-periddicas, es también una funcién
2N-periédica. Notemos que para cada n € Z, si [n| > 1, entonces f(n) =0,
porque n tiene algin divisor primo. Consecuentemente f(1) = f(2N + 1) =0,
luego, para algtin p € P concluimos que sen % =0, lo cual es absurdo, puesto que
0< % < 7. Por lo tanto, existen infinitos niimeros primos. [J



2 CABALLERO

Uno de los objetivos de demostrar por diferentes vias un mismo resultado consiste
en ver la relacién de este hecho con las demads partes de la Matemédtica. A
continuacién mostraremos como a partir de las funciones enteras(nombre por el
que se conocen en Anglisis Complejo a los ’polinomios’ de grado infinito) se puede
probar también que hay infinitos nimeros primos, sin necesitadad de usar que

sen % # 0.

Definicién. Sea n € Z>1, n = p1p2...p, en su factorizacién canénica, y en
particular » = 0 cuando n = 1. Definimos la funcién de Mdéebius

w:Zs1 — {—1,0,1} mediante u(n) = (—1)", si p1, p2, ..., pr son distintos dos a
dos(incluyendo el caso r = 0), y u(n) = 0 de haber al menos dos iguales.

B Demostracién 2.(del autor) Supongamos que hay sélo una cantidad finita de
nuimeros primos y sea N el producto de ellos. Para cada n € Z>1, la funcién de
variable compleja 2 — —-sen = es entera, tiene todos sus ceros simples, y
precisamente son los elementos de nZ\ {0}. Definimos siguiente funcién de

variable compleja:

f(z) = ﬁ (ﬁsen E)M(n)
' L \mz n

Aplicando el Principio de Inclusiones y Exclusiones al conjunto de los ceros de
cada z — Jtsen 7% en el producto anterior, obtenemos que f es entera, tiene
todos sus ceros simples, y precisamente son los niimeros enteros no divisibles entre
ningiin nimero primo, o sea {—1, 1}, luego, f(z) = (1 — 22)e9?), para alguna
funcién entera g, consecuentemente, tiene lugar la siguente identidad:

A LA S YRR
E(senn) —Lz(l z%)e
donde M := 25:1 pn)y L:= ngl pn),
Observemos que para cada n libre de cuadrados, la funcién de variable compleja
z — sen 7% es 2N-periddica, y por lo tanto, es 2N-periddico el miembro
izquierdo de la igualdad anterior, no siéndolo su correrspondiente miembro
derecho(porque en caso contrario tendrfa infinitos ceros). Por redution ad
adsurdum, concluimos que existen infinitos niimeros primos. [
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